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Arithmetische Progressionen

K. Jacobs, Erlangen

Ein Bericht, Herrn van der Waerden zu seinem 80. Geburtstag am
2. 2. 1983 erstattet

§1 Arithmetische Progressionen und ,,schéne‘‘ Mengen

Eine endliche Menge A von k ganzen Zahlen heif’t eine arithmetische Pro-
gression der Linge k, wenn ihre Elemente dquidistant liegen, wenn sie sich also,
mit anderen Worten, in der Form

A={a,at+d,a+2d,...,a+ (k- 1)d}

darstellen lidf3t. Das bedeutet erst ab k = 3 eine nichttriviale Forderung. Man koénnte
statt ,,arithmetische Progression‘‘ auch ,,Restklassen-Intervall* sagen.

Eine Menge S von ganzen Zahlen soll schén heifen, wenn sie arithmetische
Progressionen beliebiger Linge enthilt. Es ist leicht, schone Mengen herzustellen:
man lasse immer lingere Blocke von aufeinanderfolgenden Zahlen auftreten. Lafdt
man zwischen solchen Blécken immer lingere Liicken, so wird auch das Komple-
ment der Menge schon. Die Zahlen 1, 2,4, 9, 19, ... (man mache die niachste Liicke
immer um 1 grofier als die letzte Zahl) bilden eine unschéne Menge: man hat das
Auftreten von arithmetischen Progressionen der Linge 3 verhindert; die Liicken
sorgen freilich dafiir, dafl das Komplement der Menge schén wird. — Weniger einfach
ist das

Beispiel 1.1 ,,Der Geist, der stets verneint‘‘ bildet die sog. Thue-Morse-Folge
(Thue [1906], Morse [1921], Hedlund-Morse [1944], Gottschalk-Hedlund [1964],
Keane [1968], Jacobs [1969])

0110100110010110. ..

nach folgendem unmittelbar einleuchtenden Schema:

0

01

0110
01101001

Hier bilden sowohl die mit O als auch die mit 1 besetzten Plitze eine schone Menge.
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Der Beweis sei dem Leser als Ubung iiberlassen. Auch der ,,Mephisto-Walzer*
001001110001001110110110001 ...
(Bildung: 0, 001, 001001110, . . .) hat die analoge Eigenschaft.

§2 Der Satz von van der Waerden (1926)

Im Jahre 1926 formulierte der spéter jung verstorbene hollindische Mathe-
matiker Baudet eine Vermutung, deren Bestitigung im selben Jahre dem damals
23jahrigen Bartel Leendert van der Waerden gelang. Der folgende Satz gehért zu
jenen mathematischen Ergebnissen des 20. Jahrhunderts, die durch Einfachheit der
Formulierung und Tiefe der im Beweis angesprochenen Ideen die Fachwelt begei-
stert und eine lange Kette von vertiefenden und erweiternden Untersuchungen in
Gang gesetzt haben.

Satz 2.1 (van der Waerden [1927]) Uberdeckt man die Menge N der natiir-
lichen Zahlen mit endlichvielen Mengen, so ist mindestens eine dieser Mengen schon.

Van der Waerden selbst hat die Geschichte der Entdeckung des ersten Bewei-
ses fiir dies Theorem liberaus reizvoll, in fairer Anerkennung des Anteils von Emil
Artin (1898—1962) und Otto Schreier (1901—1929), sowie mit zahlreichen Aus-
blicken auf die Psychologie der mathematischen Forschung — auch unter Bezug auf
berithmte Mitteilungen von Henri Poincaré (1854—1912) und Jacques Hadamard
(1865—1963) zu diesem allgemeinen Thema — niedergeschrieben (van der Waerden
[1973]).

Wie sieht nun der urspriingliche Beweis von van der Waerden [1927] ungefihr
aus? Wer die Originalabhandlung nicht zur Hand hat, findet in dem bekannten Biich-
lein ,,Drei Perlen der Zahlentheorie‘‘ von A. J. Chintschin 1951 eine Variante; eine
in moderne Systematik eingebaute Version liest man bei Graham-Rothschild-Spencer
[1980] (vorverdffentlicht in Graham-Rothschild [1974]). Es handelt sich dabei stets
um einen finitdren Beweis, d. h. man zeigt

Aussage W Zu jedem Paar (r, k) von natiirlichen Zahlen gibt es eine kleinste
natiirliche Zahl w(r, k) mit folgender Eigenschaft: Uberdeckt man eine Menge M
von w(r, k) aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen mit r Mengen, so enthdilt min-
destens eine dieser r Mengen eine arithmetische Progression der Linge K.

Beim Beweis dieser Aussage verwendet man
a) Induktion nach k
b) das Dirichletsche Schubfachprinzip.

Man darf die r iiberdeckenden Mengen als disjunkt annehmen und sich r
verschiedene Farben zur Einfirbung ihrer Elemente vorstellen. Gesucht sind mono-
chrome arithmetische Progressionen. Blocke von d aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen aus M stellen dann Farbmuster dar, und bei festem d werden diese Blocke
nach den 1% moglichen Mustern in Klassen eingeteilt. Die Induktionsannahme sichert
dann k — 1 gleichgemusterte Blocke in arithmetischer Progression und damit d
monochrome arithmetische Progressionen der Linge k — 1; nach dem Schubfach-
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prinzip kann man mindestens eine davon zu einer monochromen Progression der
Linge k fortsetzen — wenn man alles richtig gemacht hat. Diese Beweistechnik lie-
fert fiir die Zahlen w(r, k) keine praktikable obere Abschitzung. Von L. Moser
[1960] stammt die untere Abschitzung

w(r, k) =+/2k k-1 (1 — o(1)).

Zu erwihnen ist in diesem Zusammenhang ferner die Arbeit Witt [1952], in der
das zweidimensionale Analogon zur Aussage W bewiesen wird.

§3 Erdos’ 1000-$-Vermutung und Szemerédis Theorem

Der Satz von van der Waerden [1927] gibt keine Auskunft dariiber, welche
der r zur Uberdeckung von N verwendeten Mengen schon ist. In unserem Beispiel 1.1
sind es beide, wie man durch Symmetriebetrachtungen sieht. Gesucht ist eine Eigen-
schaft E, die

a) bei einer Uberdeckung von N mit r Mengen mindestens einer dieser r Menge auto-
matisch zukommt und

b) Schénheit im Gefolge hat.

Gelingt es, E so zu fassen, dafs in vielen konkreten Fillen die Beantwortung der
Frage ,,welche ist schon erheblich leichter wird als vorher, so hat man den Satz
von van der Waerden erheblich verbessert. E. Szemerédi [1975] gelang es 1973,
piinktlich zu Paul Erdos’ 60. Geburtstag, eine 1000-$-Vermutung von Erdés zu
beweisen; aus seinem Ergebnis folgt, daf’ fur die Eigenschaft

Egun(M):  lim sup % IMA{l,...n}|>0 (MCN)

n—
,,positive obere Dichte‘* (wie iiblich, bezeichnet |A| die Michtigkeit der
Menge A)

a) und b) gelten. a) ist hier trivial, b) ist der springende Punkt:
Satz 3.1 (Szemerédi [1975]) Hat M C N positive obere Dichte, so ist M
schon.

Dieser Satz erledigt Fille wie Beispiel 1.1 im Handumdrehen.

Satz 3.1 ist nur ein Corollar der Erdosschen Vermutung, die wir jetzt vor-
stellen wollen. Fiir beliebige k, n € N sei 1 (n) € N die kleinste Zahl mit folgender
Eigenschaft: wihlt man in einer Menge von n aufeinanderfolgenden natiirlichen
Zahlen eine beliebige Teilmenge A mit mindestens ry(n) + 1 Elementen, so enthilt
A eine arithmetische Progression der Linge k.

Driickt man die letztere Eigenschaft von A mit den Worten ,,A ist k-schon* aus, so
kann man

rg(n) =max {|A|| A C{l,..., n}, A ist nicht k-schoén}
schreiben. Man sieht sofort
ri(n)=0,r,(n)=1

rg(m+n)<r,(m)+re(n) (mn kEN)
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und aus der letzteren Subadditivitit folgt sofort die Existenz von

re = lim T

k=1,2,..)

r; =1, = 0 ist klar. Klaus Friedrich Roth widmete der Untersuchung von r3(n) und
rq(n) mehrere bedeutende Arbeiten (Roth [1952], [1953/4], [1967]), nachdem

F. A. Behrend [1938], [1946] die Alternative

I3=14=...=0 oder lim r,=1
k— o
bewiesen hatte. Roth gelang der Beweis von r; = r; = 0. Erd6s’ 1000-$-Vermutung
lautete nun 15 =15 = .. .= 0. Sie wurde 1973 von E. Szemerédi bewiesen:
Satz 3.2 (Szemerédi [1975]) 1, =1, =1r3=...=0.

Satz 3.1 ist in der Tat ein Corollar von Satz 3.2. Hat M C N positive obere
Dichte, so braucht man nur € > 0 und n so zu bestimmen, daf
MN{l,...,
r__k(n) <€ und ————l t l >e€
n n
gilt (das geht dann offenbar), und schon enthilt M N {1, . . ., n} eine arithmetische
Progression der Linge k:

r(n) <|M{1,... n}l,

d.h. M N {1, ..., n}ist zu dick, um nicht k-schén zu sein.

Wie beweist Szemerédi sein Theorem? Diese Frage ist fiir mich nur mit dem
Verweis auf die Originalabhandlung Szemerédi [1975] zu beantworten. Diese stellt
in meinen Augen eine der bewundernswiirdigsten Mathematik-Partituren dar, die
je komponiert wurden, aber sie ist kaum zum Klingen zu bringen. Im Sommer 1975
gelang der Kombinatorikergruppe um Klaus Leeb und Volker Strehl in Erlangen eine
Art von Auffithrung. Sie dauerte ein ganzes Semester, ich hérte zu und traute meinen
Ohren nicht so recht. Ubrigens verwendet Szemerédi stindig den Satz 2.1 von van
der Waerden, um sein schirferes Resultat zu beweisen.

§ 4 Die Furstenberg-Katznelson-Weiss-Saga

Weihnachten 1975 hatte ich bei einem Vortrag in Jerusalem Gelegenheit,
den Satz von Szemerédi vorzufiihren. Man war mitten im sog. ,,Ergodentheorie-
Jahr Jerusalem 1975/76 und hatte sich aus anderen Griinden bereits intensiv mit
Mengen positiver oberer Dichte beschiftigt. Hillel Furstenberg nahm sich nun des
Szemerédi-Theorems auf seine Weise an und produzierte in wenigen Monaten fol-
genden

Satz 4.1 (Furstenberg [1977]) Sei (2, B, m, T) ein normiertes dynamisches
System (d. h.: (82, B, m) ist ein auf Q € B, m(2) = 1 normierter Mafiraum, und
T : Q = Q ist eine m-treue B-mefbare Abbildung: m(T~'B) = m(B) (B € B)). Sei
B € 8, m(B) > 0. Dann gibt es zu jedem k € N ein d € N mit

¢)) mBNT4BN...NT-&-Ddp)> 0,
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Dieser Satz bedeutete bereits innerhalb der Ergodentheorie einen gewaltigen
Fortschritt: Er enthilt den klassischen Wiederkehrsatz von Poincaré [1899] als
extremen Spezialfall k = 2. Vor allem aber enthilt er den Satz 3.1 von Szemerédi
als Anwendung. Firr die Spezialisten war es aber vor allem verbliiffend zu sehen, wie
eine im wesentlichen qualitative Theorie — eben die Ergodentheorie — pléotzlich
fihig wurde, der additiven Zahlentheorie unter die Arme zu greifen. (1) impliziert,
da@ BN T-4BN...NT-&-14dB @ ist. Nehmen wir einen Punkt w aus dieser
Menge; er erfiillt per definitionem

) WEB, TYwEB,...,Tk-Ddu,EB,

d. h. er befindet sich, wenn man die Folge w, Tw, . . . wie iiblich als Pfad von w
interpretiert, zu k-mal periodisch wiederkehrenden Zeiten, also lings einer arith-
metischen Progression, in der Menge B. Die Ableitung von'Satz 3.1 (Szemerédi) aus
Satz 4.1 verlangt lediglich einen geschickten, fir den Kenner auf der Hand liegen-
den, Ausbau dieses Gedankens.

Man geht dabei so vor: Als erstes wihlt man fiir  denjenigen kompakten Hausdorff-
raum, der sich seit jeher als Briicke zwischen dem Diskreten und dem Kontinuierli-
chen bewihrt hat, nimlich den sog. 2-shift-Raum

Q =10, 1}?

aller zweifach-unendlichen 0-1-Folgen w = (. . ., w_, Wq, Wy, . . .). Natiirlich
nimmt man fiir T den sog. shift:

(Tw) = Wi+ (w=(W ez EN)

(,,Schiebung um 1 nach links*.) Eine Teilmenge M von Z wird in § durch ihre
Indikatorfunktion «wM = (wWM); e z mit

1 fir teM

M =
t 0 fir t€Z\M

w

wiedergegeben: M trigt Einsen, das Komplement Nullen. Wir bilden nun die Menge
B aller w = (wy);e z Mit wo = 1. Was bedeutet, fir w = T2wM die Aussage (2)?
T2+id M € B heift nach der Definition von T und B soviel wie: In w™ steht an der
Stelle a + jd eine Eins. (2) besagt dies fiirj =0, . . ., k — 1. Und dies heidt nach der
Definition von wM: in M befindet sich eine arithmetische Progression (mit Be-
ginn bei a und Schrittweite d). Also handelt es sich nur noch darum, mit Hilfe
von Satz 4.1 von ,,M hat positive obere Dichte* zu (1) bzw. (2) zu gelangen. Hier
greift nun die Mafitheorie ein. Der Kenner weift, wie man aus einem Punkt WM € Q
ein T-invariantes Maf® m gewinnt: man bildet firn = 1, 2, . . . die arithmetischen
Mittel

1
1p(TiM)

oMM

ln
& 4

i

[}

und sorgt per Teilfolgenbildung fiir sog. schwache Konvergenz. In unserer speziellen
Situation hat man dazu nur fiir die Konvergenz der Folgen (3) zu sorgen, die man
fiir eine gewisse abzihlbare Menge von Mengen F dhnlicher Bauart wie B (sog. Zylin-
der) erhilt. Das geht mittels eines Diagonalverfahrens. Die sich ergebenden Teilfol-
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genlimites von Folgen (3) nennt man m(F). Sie fiigen sich zu einem T-invarianten
Maf} zusammen. Man kann wegen ,,M hat positive obere Dichte* die Teilfolgen-
Bildung so steuern, daf} sich

“4) m(B) >0
ergibt. Fir F = B ist namlich (3) wegen der Bedeutung von (3) gerade gleich

1
HIMH{O,...,n—]}I.

Aus Satz 4.1 ergibt sich nun ein w mit (2). Wegen der Offenheit von B in der
Topologie von §2 und wegen der Konstruktion von m aus wM heraus kann man
dies w in der speziellen Gestalt T?w™ wihlen. Damit schlieRt sich die Kette unserer
Schliisse und der Satz 3.1 von Szemerédi ist aus Satz 4.1 hergeleitet. Wegen dieser
Herleitung nennt man Satz 4.1 auch ,,das ergodische Szemerédi-Theorem*.

Wie beweist nun Furstenberg [1977] seinen Satz 4.1? Nun, in Wahrheit
beweist man heute einen allgemeineren Satz, nimlich

Satz 4.2 (Furstenberg-Katznelson [1978]) Sei (82, B, m) ein normierter
Magraum und T, . . ., T, kommutierende m-treue Abbildungen in Q2. Sei A € B,
m(A) > 0. Dann gibt es ein d € N mit

m(T79A N ... NTy9A)> 0.

Satz 4.1 ergibt sich als Spezialfall, wenn man fir T, . . ., Ty die — natiirlich
kommutierenden — Potenzen T® =idg,, T, ..., T¥~! einer einzelnen m-treuen
Abbildung T setzt. Satz 4.2 hat den Vorteil, daf® man aus ihm einen ,,mehrdimensio-
nalen Szemerédi‘ herleiten kann. Fiir den Satz 2.1 von van der Waerden hatte schon
Gallai die analoge Leistung vollbracht. Im Falle des Szemerédi-Theorems bot der
Beweis von Szemerédi [1975] keine Hoffnung auf mehrdimensionale Verallgemei-
nerung. Wie also beweist Furstenberg [1977] seinen Satz 4.2? Es liegt nahe, in den
Raum Q%= x ... x § (k cartesische Faktoren) zu gehen und dort die einzelne
Abbildung T : (0™, . . ., w®) > (T, w®, . . ., T, w®) zu betrachten. Von entschei-
dender Bedeutung werden dann die Punkte (w, . . ., w) der Diagonale A von Q.
Fir den Maf3theoretiker ist das mifilich, denn A¥ ist — beziiglich der Produktmafies
m X...Xm — eine Nullmenge, aufier in trivialen Ausnahmefillen. Manchmal
kommt einem jedoch eine Topologie in § zuhilfe. Hat man z. B. = kompakte
Gruppeund T, : g—>gg8,..., T : g > g8 (g € Q) fir passende g,, ..., g € Q,
und wihlt man fiir m das Haar-Maf} von £2, so kann man fiir eine stetige Funktion
£ = 0 auf Q das Integral

h(gy, . .., gk) = | flgg,)f(gg,) . . . f(gg,)m(dg)

bilden. Das hingt in G stetig von g,, . . ., g, ab. Wenn f nicht identisch verschwin-
det, ist — die Gruppen-Eins in G sei mit e bezeichnet —

hee, . . ., e) = | f*(g)m(dg) > 0,
also  [h(g,, ..., g)m(dg,)...m(dg)>0.

Sehen wir uns nun einmal den Fall einer kompakten Gruppe G mit Einselement e,
Haar-Mat m, und einem g, € G mit in G dichten Potenzen, fiir das T, : g - g,
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T, :g->gg, ..., Ty : g > gg§ ! gilt an. Wir wihlen eine stetige Funktion f =0
auf G mit f(e) > 0 und f(g) = O fiir alle g auBierhalb einer Umgebung U von e. Die
Funktion

h(g) = | f(x)f(xg) . . . f(xg*~ ) m(dx)

ist stetig und > 0 mit h(e) > 0. Also gilt | h(g)m(dg) > 0. Dies Integral kommt
aber nach dem Ergodensatz auch in der Form

1n—l

lim — Y hig

n—o Il j___o
zustande. Also kommt h(g{,) > 0 vor. Es folgt die Existenz eines x € G mit
f(x)f(xgo) . . . fixg—1) >0,

d. h. X, xg,, . . ., xg§ ! € U, was bedeutet, daB xg,, . . ., xg&k~ ! nahe bei x liegen:
das erwiinschte Resultat.

Furstenberg stand vor der Aufgabe, sich von solchen relativ einfachen Spe-
zialfillen zum allgemeinen Fall durchzukimpfen. Er setzte dazu eine starke Maschi-
nerie aus Ergodentheorie und topologischer Dynamik in Gang, die er z. T. in eigenen
dlteren Arbeiten (z. B. Furstenberg [1963]) vorfand, iiberwiegend aber eigens kon-
struieren mufdte. Die Fiille des dabei Entstandenen ist in dem Buch Furstenberg
[1981] zusammenfassend dargestellt.

Zusammenfassend kann man sagen: Furstenberg’s Szemerédi-Beweis ist rein
masseméfig nicht leichter als der Beweis in Szemerédi [1975], aber er besteht aus
organisch gewachsenen Bausteinen, die auch anderweitig verwendbar sind; man
zieht aus diesem Beweis umfassendere mathematische Belehrung. Dariiber sollte
man die Unglaublichkeit von Szemerédis Leistung nicht vergessen.

§5 Der topologische Beweis des van-der-Waerden-Theorems

Szemeredis tiefliegende Erweiterung des van-der-Waerden’schen Resultats
ist mit tiefliegenden topologisch-mafitheoretischen Methoden bewiesen worden.
Frage: 14t sich das van-der-Waerden-Theorem mit einfacheren Mitteln aus diesem
Methodenkreis beweisen? Die positive Antwort haben Furstenberg-Weiss [1978]
gegeben. Sie leiten das Theorem aus dem folgenden neuen Wiederkehrsatz der
topologischen Dynamik her.

Satz 5.1 (Furstenberg-Weiss [1978]) Sei Q ein kompakter metrischer
Raum, seien T,, . . ., Ty kommutierende stetige Abbildungen von S in sich. Dann
8ibt es einen Punkt wqo € Q und eine Folge n, <n, <. . .von natirlichen Zahlen,
derart, daf

T wo = wg
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Nach den Ausfithrungen des § 4 liegt es auf der Hand, wie man van der
Waerdens Resultat hieraus ableitet: man geht in den shift-Raum, nimmt fiir die T;
die ersten k Potenzen des shifts und sucht sich w, in der Bahnhiille des einer Zer-
legung im Sinne von van der Waerden entsprechenden Punkts w im shift-Raum.

Beim Beweis von Satz 5.1 bildet man, mit Hilfe des Zornschen Lemmas,
minimal-invariante Mengen. Die Diagonale von cartesischen Produkten von Exem-
plaren von £ spielt eine besondere Rolle. Eine geschickte Ersatzkonstruktion fur
die Poincaréschen Transversalschnitte in der qualitativen Mechanik iiberwindet die
in der Kleinheit der Diagonale begriindeten Schwierigkeiten.

Gegen einen solchen Beweis kann man einwenden, die Schranken fiir die
wi(r, k) im urspriinglichen Beweis von van der Waerden seien zwar riesig, aber immer
noch besser als reine Existenzaussagen im Sinne des Zornschen Lemmas. Nun weifs
man aber, daf sich das Zornsche Lemma praktisch immer durch relativ konstruktive
Methoden ersetzen lift, wenn man geniigend viel Abzéhlbarkeits- oder Endlichkeits-
annahmen zusitzlich ins Spiel bringen kann. Dies hat Girard [1981] getan. Die bei
einem derartigen Umbau des Beweises von Furstenberg-Weiss sich ergebenden
Schranken fiir die w(r, k) sind zwar noch erheblich schlechter als die nach van der
Waerden erreichbaren, aber eine passende Modifikation des Furstenberg-Weiss-
schen Arguments fiihrt auf die alten Schranken von van der Waerden zuriick.

§6 Die Sitze von R. Rado und W. Deuber
1933 gab Richard Rado der Aussage, ,,{X,, . . ., X } ist eine arithmetische
Progression‘‘ die Form
X1t X = Xo
0) — Xp T X3 =X
—Xg_1 T Xx =Xp.
Er nannte ein lineares Gleichungssystem

a10x0+a“xl +312X2 +.. .+a1kxk =0

akoXo T ax1 Xy tagaXp +. ..t akkXk =0
mit ganzzahligen a;;, bzw. die Matrix

3) A105 - - - 41k

ko, - - +» Akk

partitionsreguldr, wenn es zu jeder Uberdeckung N=M, U ... U M, mindestens
ein p €{1, .. ., r} gibt, derart, da} (1) eine Lsung X, X, . . ., Xx € M, besitzt.
Rado bewies den

Satz 6.1 (Rado [1933]) Eine Matrix A (vgl. (3)) ist genau dann partitions-
regulir, wenn sie sich nach geeigneter Permutation der Spalten auf die Form
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A=| A® | A®D .. A®

so bringen lifit, daf folgendes gilt: die Spalten von A©®) haben den Nullvektor als
Summe; die Spaltensumme von A ist eine rationale Linearkombination der Spal-
tenaus A©, .. AC-D(g=1,...,5).

Offenbar ist dies Kriterium fiir die Matrix von (0) erfiillt, womit sich Satz 2.1
(van der Waerden [1927]) mit einer leichten Verschirfung ergibt: mindestens eine
von N iiberdeckenden Mengen M,, . . ., M, ist besonders schon in dem Sinne, da®
sie arithmetische Progressionen beliebiger Linge samt deren Schrittweiten enthilt.

Auch fir Rados Theorem gibt es inzwischen einen topologischen Beweis
(Furstenberg [1981]).

Es liegt auf der Hand, dafd mit partitionsreguliren Matrizen A(1), A(2), .. .,
A(r) auch die Matrix

A(1) 0 ---0
0 AQ2)
) A= . ... .
. 0
0---0 A(r)
partitionsregulir ist. Dies ist der Anfang folgender Uberlegung: eine Menge M C N

heifdt partitionsregulir, wenn in ihr jedes Gleichungssystem (2) mit partitionsregu-
lirer Matrix A 16sbar ist. Man erhilt sofort den

Satz 6.2 Ist N=M, U...UM,, so ist mindestens eine der Mengen M,
partitionsreguldr.

B eweis. Wire keine der Mengen M, partitionsregulir, so bekime man zu
jedem M, eine partitionsreguldre Matrix A(p), derart, dafy das zugehorige Gleichungs-
system (2) in M, nicht l6sbar ist. Nun bilde man A gemif’ (4). Es folgt, daf (2)
mit dieser Matrix A in keinem M, 16sbar ist, im Widerspruch zur Partitions-Regulari-
tit von A.

Auf Anregung von E. Specker und in Beantwortung einer Frage aus Rado [1933]
bewies W. Deuber 1973 folgenden

Satz 6.3 (Deuber [1973]) Sind M, N C N und ist M U N partitionsregulir,
so ist mindestens eine der Mengen M, N partitionsregulir.

§7 Vorspiel und Nachspiel

Dem Satz 2.1 von van der Waerden gehen historisch Untersuchungen von
I. Schur [1916] voraus, die ihrerseits vom Fermat-Problem angeregt waren. Schurs
Ergebnis lautete, in der Sprache der Radoschen Theorie: die Matrix (—1, 1, 1) ist
partitionsregulir. Der Beweis ist einfach, vgl. Graham-Rotschild-Spencer [1980].

Eine weitgehende Verallgemeinerung von van der Waerdens Satz 2.1 ist das
sog. Hales-Jewett-Theorem (Hales-Jewett [1963], vgl. etwa Graham -Rotschild-
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Spencer [1980], Jacobs [1983]), auf dessen Formulierung und Beweis wir hier ver-
zichten. Gleich Satz 2.1 erlaubt das Hales-Jewett-Theorem neuerdings einen topo-
logischen Beweis.

Eine Menge A C N heif3t eine IP-Menge, wenn es eine Folge n; <n, <. ..
von natiirlichen Zahlen mit

A={nkl +...+nk1|r,k1,...,k,€N}
gibt. Eine Menge M C N heif’t Aiibsch, wenn sie eine IP-Menge enthilt. Es gilt der

Satz 7.1 (Hindman [1974]) Von r Mengen, die zusammen N iiberdecken,
ist mindestens eine hiibsch.

Dieser Satz, urspriinglich kombinatorisch bewiesen, 148t sich heute mit relativ ein-
fachen Methoden aus der Theorie der halbtopologischen Halbgruppen gewinnen
(Furstenberg-Weiss [1978]). Bellow-Furstenberg [1979] enthiilt eine iiberraschende
Anwendung von Satz 7.1.
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Der Satz von van der Waerden
iiber arithmetische Progressionen

W. Deuber und B. Voigt, Bielefeld

Herrn van der Waerden zum 80. Geburtstag gewidmet

§0 Einleitung

Leitthema dieses Berichtes ist folgendes, 1926 von dem damals 23jahrigen
B. L. van der Waerden bewiesenes Resultat, das heutzutage ,,der Satz von van der
Waerden iiber arithmetische Progressionen‘ genannt wird:

0.1 Satz [55] (van der Waerden) Zu jedem Paar k und r von positiven gan-
zen Zahlen gibt es eine positive ganze Zahl n = vdW(Kk, 1) so, daf es zu jeder Firbung
A:{0,...,n—1}—>{0, ..., r— 1} der nichtnegativen ganzen Zahlen kleiner als n
mit r Farben eine einfarbige arithmetische Progression a,a+d,...,a+(k —1)-d
bestehend aus k Termen gibt, d. h. A(a)=A(a+i-d),0<i<k.

Die zentrale Bedeutung dieses Satzes fiir die kombinatorische Zahlentheorie
wurde rasch erkannt, vgl. etwa [5], und gab Anla zu weiteren Untersuchungen. Ein
erster Hohepunkt wurde schon in den 30er Jahren mit der Dissertation von Rado
[42] erreicht. In den 60er Jahren setzte eine weitere starke Entwicklung ein, die
auch heute noch nicht abgeschlossen ist.

Es kann nicht das Anliegen dieses Berichtes sein, einen vollstindigen Uber-
blick iiber all die Fragen, Entwicklungen und Resultate zu geben, zu denen der Satz
von van der Waerden den Anstof} gegeben hat. Vielmehr werden wir uns auf einige
Aspekte konzentrieren, die uns besonders bemerkenswert erscheinen. Um weitere
Informationen zu erhalten, kann der Leser etwa Kapitel 2 von [17], Kapitel 3 und
4 von [35], sowie [29], [22], [32] konsultieren.

§1 Der Satz von Hales und Jewett

Beweise fiir den Satz von van der Waerden findet man aufier bei van der
Waerden [55] selbst, etwa bei Chintchin [9] in seinem hiibschen Biichlein, bei Witt
[58] oder auch bei Graham und Rothschild [28]. In all diesen Beweisen wird die
additive Struktur der natiirlichen Zahlen ausgenutzt. Hales und Jewett [30] bewie-
sen 1963 ein Resultat, das vordergriindig nichts mit arithmetischen Strukturen zu
tun hat. Bei niherem Hinsehen bemerkt man jedoch, daf dieses Resultat eine rein
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kombinatorische, auf arithmetische Struktur keinen Bezug nehmende Version des
Satzes von van der Waerden darstellt. Es verwundert daher nicht, da heutzutage
viele Verallgemeinerungen des Satzes von van der Waerden sich leicht mit Hilfe des
Satzes von Hales und Jewett beweisen lassen.

Der Grundgedanke von Hales und Jewett besteht darin, anstelle der natiir-
lichen Zahlen die cartesische Potenz A" einer endlichen Menge A mit geeignetem n
als die zu fairbende Grundmenge zu betrachten und hierzu eine einfarbige ,,Parame-
termenge‘‘ zu finden. Mit A = {01, ..., k— 1} sowie mit der Abbildung F : A® - N,

ne

die durch F(ay, .. .,a,_,)= Y a; definiert ist, kann dann die arithmetische Struk-
i=0

tur wieder ins Spiel gebracht werden, um damit den Satz von van der Waerden zu

erhalten.

1.1 Definition Es sei A eine endliche Menge. A™ bezeichnet das n-fache
cartesische Produkt A x ... xA. Einm-Funktional f in A" ist ein n-tupel
f=o,.. s fa_ 1) EAU{Ng, ..., \y_ D", in dem jeder der ,,Parameter*

Ao, - - » A — 1 mindestens einmal auftaucht. Dabei ist es verniinftig zu vereinbaren,

da AN{Xo, Ny, ..} =0.Zu(ag,...,an_1) EA™ seif(ay, ..., am_;) € A" das-
jenige n-Tupel, das aus f entsteht, indem man iiberall \; durch a, ersetzt. Mengen der
Gestalt f- A™ ={f(ay, ..., 2 _1)|(20, .., 3 _ 1) EA™} CA" heifen m-Para-
metermengen in A"

1.2 Beispiel Essei A ={0, 1, 2}. Die Menge
M={@0,1,0,2),(1,1,1,2),(2,1,2,2)}

ist eine 1-Parametermenge. Hierzu gehort das 1-Funktional f = (A, 1, Ay, 2). Die
oben definierte Abbildung F liefert die arithmetische Progression F(M) =
{3+2-%lNo €10, 1, 2}}. Die Menge

N={(1,2,1,0),(2,1,1,0),(0,0,1,0)}

ist keine 1-Parametermenge.

Faf3t man die Menge A = {0, 1, 2} als den Kérper Z; auf, so sind sowohl M
als auch N affine Geraden in (Z3)*. Allgemein ist jede m-Parametermenge in (GF(@)"
ein m-dimensionaler affiner Unterraum von (GF(q))", aber wie das obige Beispiel
zeigt, gilt im allgemeinen nicht die Umkehrung.

Die Moglichkeit, Parametermengen einmal als arithmetische Progressionen,
einmal als affine Unterriume oder sogar noch anders zu interpretieren, ist einer der
grofien Vorteile dieses Ansatzes.

1.3 Satz [30] (Hales und Jewett) Sei A eine endliche Menge und seien m, r
positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine Zahl n = HI(JA|, m, 1) so, daf3 es zu jeder
Farbung A : A® > {0, ..., r — 1} ein m-Funktional f in A™ derart gibt, dafs
ATf-A™ = constant, d. h. A(f(ay, . . ., ay, _1)) = A(f(bg, . . ., by _ 1)) gilt fiir alle
(ag, .- am_1),(bgy...,by_;) EA™,

Beweis von 1.3. Seien t, m, r positive ganze Zahlen. Man zeigt:
(1)  HI(t,m+1,0) <HJXt 1, 1) +HIt m, ") und
2) HI(t+ 1,1, r+ D<HI(t, L +HI(t+ 1,1, 1), r+ 1).
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Zusammen mit dem trivialen Induktionsanfang ,,HJ(1, m, r) = m‘ bekommt
man sofort einen Beweis von (1 3) durch Induktion iiber t, m und r.

ad (1): Essei A : A" 0" {0, ..., r — 1} eine Firbung, wobei |A| = t,
n'=HI(t, 1, 1) und n" = HI(t, m, ptHIG 1Dy R b (bos - - - bar_ 1) EA™ sei die
Farbung Ab A™ - r definiert durch Ag(a, - - _1)= A(ao, cewdp'_ 1,00 - - -

. Nach Wahl von n” findet man ein m-Funkt10na1 gin A" so, dafd A o® = Dg@)
fur alle b, b' € A™. Betrachte also die Fiarbung A": A" > rmit A'(ag, . . ., 8p'— 1) =
g(,,)(ao, ..., ay'_ 1), wobei nach Konstruktlon b € A™ beliebig ist. Nach Wahl von

' findet man ein 1-Funktional f in A™ so, da A’ 1(f - A) = constant. Offensichtlich
istdann A1(f- A xg-A™) konstant,und f - A x g - A™ ist eine (1 + m)-Parameter-
menge in An'*n”

ad (2): Sei A : (A U {b})"—>{0,.. ., r} eine Firbung, wobei [A|=t,bE A
und n = HJ(t, 1 + HI(t+ 1, 1, 1), r + 1). Es bezeichne A, die Restriktion
ATA™: A" > {0, .. ., r}. Nach Wahl von n findet man ein (1 + m)-Funktional g in
A" so, daB A, 1g - A'*™ = constant mit m = HJ(t + 1, 1, r); ohne Einschrinkung
konnen wir annehmen, dad A, 1g - A'*™ konstant in der Farbe r ist. Falls nun
A(g(b, ag, . . ., am _ 1)) =1 firein (ag, . . ., 3y — 1) € (A U {b})™ ist, so ersetze alle in
(b, ag, . . ., 4y _ 1) vorkommenden b’s durch A, und bezeichne das so entstehende
1-Funktional in A'**™ mit h. Offensichtlich ist dann A1g - h - (A U {b}) = constant.
Andernfalls betrachte die Fiarbung Ay, : (A U {b})™ =~ {0, ..., r — 1}, die durch
Ap(ag, - - +» 2 1) = Ag(b, ag, . . ., 3y — 1)) definiert ist. Nach Wahl von m findet
man ein einfarbiges 1-Funktional h = (hg, . . ., hy, _;) in (A U {b})™. Dann ist aber
g(b, hy, . . ., hy _ ;) ein 1-Funktional in (A U {b})" und
Algb, hy,...,hy 1) (A U{b})=constant. O

1.4 Bemerkungen (1) Unter den Zahlen vdW(k, r), HI(t, m, r) usw. wol-
len wir stets die kleinste Zahl mit der entsprechenden Eigenschaft verstehen. Die
oberen Schranken, die man aus dem Beweis fiir die Funktion HJ(t, m, r) erhilt, sind
riesig und bereits fiir HJ(t, 1, 2) nicht mehr primitiv rekursiv. Ebenso sind alle der-
zeit bekannten oberen Schranken fiir die van der Waerden Funktion vdW(k, 2) nicht
primitiv rekursiv. Die beste derzeit bekannte untere Schranke stammt von Berlekamp
[3] und besagt, dal vdW(k +1,2) >k - 2k fiir Primzahlen k.

(2) Schon Artin wies auf die Tatsache hin, daf es zum Beweis des Satzes von
van der Waerden hilfreich sei, die Anzahl r der benutzbaren Farben variabel zu halten.
Im obigen Beweis kommt dies etwa durch die Ungleichung (1) zum Ausdruck.

In [11] wurde erstmals ein Beweis fiir die Sdtze von van der Waerden und
von Hales und Jewett gegeben, in welchem die Farbzahl r konstant gehalten wird.
Dabei ist die Ungleichung (1) natiirlich nicht mehr verwendbar.

Aus dem Satz von Hales und Jewett konnen nun unmittelbar einige Korollare
gewonnen werden, die urspriinglich eigenstindige Beweise erforderten. Die folgende
multidimensionale Version des Satzes von van der Waerden geht unabhingig vonein-
ander auf Gallai (vgl. [42]) und Witt [58] zuriick:

1.5 Korollar (Gallai, Witt) Essei X ={Xg, ..., X;_1} C E® eine endliche
Menge von Punkten im 8-dimensionalen, euklidischen Raum. Dann hat die Menge
t—1 t—1
X*={Y m;-xIm €N, Y m;=HI{, 1, r)}folgende Eigenschaft:
i=0 i=0
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Zu jeder Firbung A : X* > {0, ..., 1 — 1} der Punkte in X* mit r Farben gibt es
einen Punkt a € E® sowie eine positive ganze Zahl d, so daf A(a+d - xo) =
A(a+d-x;) fiirallei=0,...,t— 1. Insbesondere ist also a + d - x; € X* fiir jedes
0<i<t.

Beweis von(1.5). Setze A=X.Zu A* : X*~>{0,...,r— 1} und
n—1
n = HI(t, 1, r) betrachte die durch A(ye, . . ., Yn— ) = A*( Y ;) definierte Far-
i=0
bung A : A" > {0, ..., r — 1}. Nach Wahl von n gibt es ein 1-Funktional
f=(f,,...,fn_1)in A" so,daB A7f- A" = constant. Setze

a=Y (£10<i<n, fi#X} und d=|{il0<i<n,f;= Nol}l
Offensichtlich haben a und d die gewiinschten Eigenschaften. O

Geometrisch gesprochen ist die Abbildung H : E2->E*mitH(x)=a+d- x
eine Homothetie (Translation plus Streckung), d. h. die Bildmenge von X ist eine
homothetische Kopie von X. Korollar (1.5) besagt also insbesondere, daB es zu jeder
Firbung des 2-dimensionalen euklidischen Raumes E* mit endlich vielen Farben stets
eine einfarbige homothetische Kopie von X gibt, wo X eine beliebige endliche Kon-
figuration in E® ist.

Setzt man A = GF(q), so erhilt man

1.6 Korollar Die Zahl n = HI(q, m, 1) hat folgende Eigenschaft:
Zu jeder Firbung A : (GF(@))" = {0, ..., r— 1} der Punkte des n-dimensionalen
affinen Raumes iiber dem Korper GF(q) gibt es einen m-dimensionalen affinen
Unterraum A C (GF(q))®, dessen Punkte alle dieselbe Farbe bekommen haben, d h.
AT A = constant.

In Anlehnung an den Satz von Ramsey [43] iiber Farbungen von Mengen,
der ja neben van der Waerdens Satz den anderen historischen Eckpfeiler dieses Teils
der Kombinatorik bildet, kdnnte man versucht sein, k-elementige arithmetische Pro-
gressionen auch fiir k > 1 zu partitionieren. Wenn auch fiir k-elementige arithmeti-
sche Progressionen mit k > 1 kein Einfarbigkeitsresultat gilt (man betrachte zum
Beispiel die Abbildung A({x, y}) =1 genau wenn |x —y|=2" .zmitm=2z= 1
(mod 2), die jeder 2-elementigen arithmetischen Progression einen der Werte 0,1
zuordnet), so war ein solcher Ansatz fiir Parametermengen um so fruchtbarer. Es
gelang namlich Graham und Rothschild zu zeigen, daf nicht nur fiir 0-Parameter-
mengen, sondern auch fiir k-Parametermengen mit k > 0 ein Einfarbigkeitsresultat
gilt:

1.7 Satz [27] (Graham und Rothschild) Es sei A eine endliche Menge und
m, k, r seien positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine Zahl n = GR(|A|, m, k, 1) so,
dag es zu jeder Firbung A : {g - A¥|g ist k-Funktional in A"} > {0, ..., — 1} der
k-Parametermengen in A™ mit r Farben eine m-Parametermenge in A" gibt, deren
k-Parametermengen alle gleich gefirbt sind.

Ebenso wie (1.7) den Satz von Ramsey fiir endliche Mengen auf Parameter-
mengen iibertrigt, vermutete Rota schon frither ein entsprechendes geometrisches
Analogon fiir endliche affine bzw. projektive Rdume. Durch geschickte Verallge-
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meinerung des Beweises von (1.7) gelang schlielich ein Beweis dieser Vermutung,
der von Graham, Leeb und Rothschild gemeinsam publiziert wurde:

1.8 Satz [26] (Graham, Leeb und Rothschild (vgl. auch [15], [49])) Es sei q
eine Primzahlpotenz und m, X, 1 seien positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine Zahl
n=GLR(q, m, k, 1) 50, dap es zu jeder Firbung der k-dimensionalen affinen (bzw.
projektiven) Unterrdume des n-dimensionalen affinen (bzw. projektiven) Raumes
iber GF(q) mit r Farben einen m-dimensionalen affinen (bzw. projektiven) Unter-
raum gibt, dessen k-dimensionale Unterriume alle gleichgefirbt sind.

§2 Rados Arbeit iiber partitionsregulire Gleichungssysteme

Wir wollen diesen Abschnitt mit einem Ergebnis von Schur aus dem Jahre
1916 beginnen.

2.1 Satz [46] (Schur) Es sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine
Zahl n = S(r) so, daf es zu jeder Firbung A : {1, ...,n} > {0, ..., 1t — 1} stets Zah-
len 0<x,y,z<ngibt mit x +y =z und A(x) = A(y) = A(z).

Schur zeigt sogar, da® (3" — 1)/2 < S(r) <e - 1!, wobei e die Basis der natiir-
lichen Logarithmen ist. Mit Hilfe von (2.1) gibt Schur einen kurzen Beweis fiir die
Tatsache, daft die Kongruenz x™ + y™ = z™ (mod p) fiir hinreichend grofe Prim-
zahlen p,d. h. p>e - m! + 1, stets 186sbar ist.

Schon 1928 fand Schur eine gemeinsame Verallgemeinerung von (2.1) und
dem Satz von van der Waerden (vgl. dazu auch [5]);

2.2 Satz [4] (Schur) Es seien k, r positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine
Zahl n = Sch(k, 1) so, daf zu jeder Farbung A : {1,...,n} > {0, ... 1r— 1} stets
eine k-elementige arithmetische Progression a+1i - d existiert mit A(d)= A(a+1i-d)
fiir alle 0 <i <k;d. h. nicht nur die arithmetische Progression ist einfarbig, sondern
man kann stets auch die Differenz d in derselben Farbe erhalten.

Bevor wir zu dem allgemeineren Resultat von Rado kommen, wollen wir
einen weiteren Spezialfall angeben, den sogenannten Summensatz:

2.3 Satz [42] (Rado) Es seien m und r positive ganze Zahlen. Dann gibt es
eine Zahl n = R(m, r) mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder Fiarbung A : {1,...,n} >{0,...,r— 1} findet man m Zahlen X, . . ., Xy _1
€ {1,...,n}s0, daf A(xy) = A( él X;) fiir alle nichtleeren Teilmengen 1 C {0, . . .,

m — 1};d. h alle Summen ohne Wiederholung, die man aus den x; bilden kann, sind
gleichgefiirbt.

Man kann (2.3) durch geschickte Anwendung des Satzes von van der Waerden
beweisen:

Beweis von(2.3). EsseiR;.( _1y=1und firr. (m — 1) =>i> 0 sei
R;_, =vdW(1 + R;, r). Wir behaupten, dafl R(m, r) <R,.Essei A: {1,...,Ry} =
{0, ...,r — 1} eine Féarbung. Zunichst sei ap +1i - dy, 0 <i<<R,, eine fiir A einfar-
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bige arithmetische Progression. Sei fur t <r-(m — 1) — 1 die arithmetische Progres-

sion a, +1i - dy, 0 <i<Ry,, bereits derart gefunden, daB® (i) a; + i-d, ist einfarbig

fir A und (ii) a,+i-d,€d,_, -{1,..., R}, wobeimand_, = 1 setzt. Betrachte

dann die Menge d, - {1, . . ., R;+, }, nach Wahl von Ry findet man eine arithmetische

Progression ;47 +i-dy41, 0 Si<Ryyp,ind,-{1,..., R, ..}, die einfarbig fiir A

ist. SchlieBlich setze a;.(m — 1) = dr-(m - 1)— 1-

Dann gilt A( 21 ;) = A(apminp) fur jede nichtleere Teilmenge I C {0,...,r-(m—1)}.
i€

Nach dem Schubfachprinzip gibt es Zahlen X, . . ., Xm — 1 €{3; 0<i<r-(m- 1)},
die alle gleichgefirbt sind und damit die gewiinschten Eigenschaften besitzen. [

Dieser Satz, der tatsichlich nur ein Spezialfall des noch zu erwéhnenden
Satzes (2.5) von Rado ist, wurde des 6fteren neu entdeckt und bewiesen.
Interessant ist die Anwendung, die Aautov [2] daraus zieht. Mit Hilfe von (2.3)
zeigt er, daB es zu jedem unendlichen Ideal I eines abzéhlbaren Ringes R eine nicht-
diskrete Ringtopologie gibt, in der I ein offenes Ideal ist.

Um nun die Radoschen Untersuchungen zu motivieren, betrachten wir die
folgenden Gleichungssysteme:

(i) Xi+1 — Xj = Xo fuiri=1,...,k—1
(ii) Y oxi=x; firlC{0,...m—1},I#0
i€l

(iii) x,+x,=3:%¢

Die ersten beiden haben folgende Eigenschaft: Zu jeder Zerlegung der posi-
tiven ganzen Zahlen in endlich viele Klassen gibt es in einer der Klassen Zahlen
Xg, . - -, Xk, die eine Losung von (i) bilden. Ebenso gibt es in einer Klasse Zahlen
Xos - - -» Xm— 1 SOwie Zahlen x; fir jedes nichtleere I C {0, ..., m — 1}, die eine
Losung von (ii) bilden. Dies folgt sofort aus (2.2) bzw. (2.3).

Gleichungssystem (iii) besitzt eine solche Eigenschaft nicht: Schreibt man
jede positive ganze Zahl n als n = 57" n" mit n” # 0 (mod 5), so erhilt man eine
Firbung Ag : N— {1, 2, 3,4} durch Ag(n) =i <> n" =i (mod 5). Man rechnet leicht
nach, daB es keine 3 Zahlen x,, X;, X, gibt, die (iii) erfillen und unter A; alle gleich-
gefirbt sind.

2.4 Definition FEine ganzzahlige Matrix A (bzw. das durch A beschriebene
homogene lineare Gleichungssystem A - x=0)ist partitionsreguléir,
genau wenn zu jeder Zerlegung der positiven ganzen Zahlen in endlich viele Klassen
stets in einer dieser Klassen Elemente X, . . ., Xo_ 1 existieren mit A - (Xg, . . ., Xn_ 1)¥
=0, d. h. eine der Klassen enthilt eine Lésung von A - x =0.

Rado gelang in seiner Dissertation die folgende schone Charakterisierung der
partitionsreguliren Matrizen:

2.5 Satz [42] (Rado) Eine Matrix A bestehend aus den Spalten (a°, . ..,a" 1)
ist partitionsregulir, genau wenn sie die Spalteneigenschaft besitzt, d. h.
fiir eine positive Zahl 8 gibt es eine Zerlegung von {0, . . ., n — 1} in paarweise dis-
junkte Mengen 1y, . . ., 1o _, derart, daf
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(i) ¥ a'=0,d. h. die Summe der Spalten, die zur Spaltenklasse 0 gehoren,
i€lg

ist der Nullvektor, )
() Y a'=Y\;.,a'li€l, U... UL} fiir geeignete rationale Zahlen
i€l j+1
A j+1,d. h. die Summe der Spalten in der Spaltenklasse j + 1 lapt sich als rationale
Linearkombination der Spalten friiherer Spaltenklassen darstellen.

Um zeigen zu konnen, daf partitionsregulire Matrizen die im Satz angege-
bene ,,Spalteneigenschaft besitzen, beniitzt Rado Farbungen Ay :N->{1,..,p—13},
die analog der oben angegebenen Fiarbung A4 definiert sind. Um zu zeigen, daB die
Spalteneigenschaft die Partitionsregularitit nach sich zieht, kommt der Satz von van
der Waerden ins Spiel, der Beweis von (2.3) mag einen Eindruck davon vermitteln.
Noch deutlicher wird der Zusammenhang zwischen partitionsreguliren Gleichungs-
systemen und arithmetischen Progressionen, wenn man anstelle der Matrizen solcher
Systeme Mengen von natiirlichen Zahlen charakterisiert, die als Losungsmengen fiir
partitionsregulidre Gleichungssysteme in Frage kommen.

2.6 Definition Es seien m, p, c positive ganze Zahlen. Eine Teilmenge
M C N heift (m, p, c)-Menge, genau wenn es positive ganze Zahlen do, ..., dp der-
art gibt, daff M genau aus den Zahlen besteht, die in folgender Liste auftauchen:

cdo + Nyd; +Ad, +. . L+ N d,,
cdy +X,dy +. ..+ ALd,,
cdy +.. .+ A, d,,
cd,,
NEZ, —psSN<p i=1,...,m
Firc=1,m=1und p=k — 1 enthalten (1, k — 1, 1)-Mengen Losungen des
Gleichungssystems (i), wihrend fiir c = 1 und p = 1 die (m, 1, 1)-Mengen Losungen

des Gleichungssystems (ii) enthalten. Intuitiv sind (m, p, c)-Mengen ,,m-fach iterierte
arithmetische Progressionen mitsamt den c-fachen Differenzen® .

2.7 Satz [10] (Deuber) (1) Eine ganzzahlige Matrix A (bzw. das Gleichungs-
system A - x = Q) ist partitionsregulir, genau wenn es positive ganze Zahlen m, p, ¢
gibt, so daf3 jede (m, p, c)-Menge eine Losung von A - x = 0 enthdlt. Insbesondere sind
(m, p, c)-Mengen selbst Teilmengen von Lisungen partitionsregulirer Gleichungs-
systeme.

(2) Zu jeder Wahl von positiven ganzen Zahlen m, p, ¢ und r gibt es Zahlen
n, q, d, daf zu jeder Firbung A : N> {0, .. .,r — 1} einer (n, q, d)-Menge N eine
einfarbige (m, p, c)-Menge M C N existiert.

Teil (2) dieses Satzes wurde urspriinglich mit Hilfe des Satzes von van der
Waerden bewiesen. Spiter bemerkte dann Leeb [33], [34], daB man durch Benut-
zung des Satzes von Hales und Jewett einen kiirzeren Beweis erhalten kann.

Mit Hilfe von (2.7) gelang es, eine alte Vermutung von Rado zu 16sen: Nennt
man eine Menge von natiirlichen Zahlen partitionsregulir, falls in ihr alle partitions-
reguliren Gleichungssysteme 16sbar sind, so besagt (2.7.1): M ist partitionsregulir,
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genau wenn M zu jedem Tripel (m, p, ¢c) mindestens eine (m, p, ¢)-Menge enthilt.
Aus (2.7.2) folgt dann die Vermutung von Rado [42]:

2.8 Satz [10] Ist M C N partitionsregulir und A : M~ {0, ..., r — 1} eine
Firbung von M, dann gibt es eine einfarbige partitionsregulire Teilmenge von M.

Erwihnt sei eine weitere alte Vermutung von Rado, die noch immer unbe-
wiesen ist: Eine Matrix A heifle r-regulir, wenn es zu jeder Zerlegung der positiven
ganzen Zahlen in r Klassen in einer dieser Klassen eine Losung von A - x = 0 gibt.
Zum Beispiel ist das Gleichungssystem (iii) 2-regulér (aber natiirlich nicht regulir).

2.9 Vermutung [42] (Rado) Zu jedem n gibt es ein r(n) so, daf jede r(n)-
regulire Matrix A mit hochstens n Spalten (d. h. A - x = 0 besitzt hochstens n Unbe-
kannte) sogar regulir ist.

Es ist immer noch nicht bekannt, welche unendlichen homogenen Gleichungs-
systeme partitionsregulir sind.
Das unendliche Gleichungssystem

(%) Xj+1 —X=X%Xg, i>0

ist nicht partitionsregulir. Dies zeigt die Fiarbung A : N - {0, 1} mit A(m) = 0, genau
wenn 2¥ <m < 2%*! und k =0 (mod 2).
Dagegen ist das unendliche Gleichungssystem
Gi*) Y x=x; furl CN, I1#0Q, |I| <oo

iel
partitionsregulir. Dies ist die Aussage des Satzes von Hindman [31], der eine starke
Verallgemeinerung des Radoschen Summensatzes darstellt.

Das ,,grofite* derzeit bekannte unendliche partitionsregulire Gleichungs-
system besteht aus der Vereinigung aller endlichen partitionsreguliren Gleichungs-
systeme mit dem Hindmanschen System (ii*):

2.10 Satz [24] (Furstenberg und Weiss) Zu jeder Zerlegung der natiirlichen
Zahlen in endlich viele Klassen gibt es in einer dieser Klassen Losungen fiir (ii*)
sowie fiir jedes endliche partitionsregulire Gleichungssystem.

Es ist nicht klar, ob es — abgesehen von Subsystemen des Systems aus 2.10
— Uberhaupt weitere unendliche partitionsregulire (lineare, homogene) Gleichungs-
systeme gibt. Ein Kandidat dafiir kénnte das in der folgenden Frage angegebene
System sein:

2.11 Frage Ist das Gleichungssystem xfﬂ - xf =Xo flirl=1,2,...,
i=0,...,2—1,inden Unbekannten x{ und x, (beliebig lange arithmetische Pro-
gressionen, alle mit derselben Differenz) partitionsregulir?

§3 Induzierte und restringierte Versionen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Verallgemeinerungen der bisher vor-
gestellten Sitze beschiftigen. Zunichst werden induzierte Versionen vorgestellt.
Dazu erinnern wir daran, daf ein Graph G mit der Knotenmenge V zum Beispiel
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durch eine Abbildung T : [V]* = {0, 1} der zweielementigen Teilmengen von V in
die Menge {0, 1} gegeben ist. Dabei bildet {x, y} eine Kante, genau wenn I'({X, y})
= 1ist. G =(V, I') ist ein Subgraph von G* = (V*,I'*), wenn V C V* gilt, und
['({x, y}) = 1 stets auch I'*({x, y}) = 1 impliziert. Man nennt G einen induzierten
Subgraphen, falls auch die Umkehrung gilt, d. h. I ist die Restriktion von I'* auf
[V]?, also I = I'* 1 [V]2. Induzierte Substrukturen respektieren also die durch I'*
aufgeprigte Struktur in einem sehr strengen Sinne.

Spencer [48] und Nesetril und Rodl [38] zeigen, dafd man arithmetischen
Progressionen eine zusitzliche Struktur aufprigen kann und trotzdem noch ein zu
dem Satz von van der Waerden dhnliches Resultat erhilt.

3.1 Satz ([38],[48]) EsseiT': {0, ...,k — 1} > {0, 1} eine Abbildung.
Ferner sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und
eine Abbildung T* : {0, ...,n — 1} > {0, 1} so, dag es zu jeder Farbung A : {0, ...,
n— 1} > {0,...,r — 1} eine arithmetische Progression a+i-dmiti=0,.. .,k —1
derart gibt, daf3

(i) r@=T*@a+i-d) firalle 0<i<Kk,d. h.diearithmetische Progression
a+i-d tragt, als induzierte Substruktur von (n, I'*), die durch T geforderte
Struktur, und

(ii) A(a+i-dy=A(a+j-d) firalle 0<i,j<k mit T@)=T().

In [14] gelang es Rothschild und den Autoren dieses Berichtes einen allge-
meineren induzierten Partitionssatz zu beweisen, nimlich eine induzierte Version
des Satzes von Hales und Jewett. Als Korollar erhilt man eine Verallgemeinerung
von (3.1), und zwar eine induzierte Version des Satzes von Gallai und Witt:

3.2 Satz Essei X ={Xq, ..., X;_1} C E® eine endliche Menge von Punkten
im S-dimensionalen euklidischen Raum und T : X = {0, 1} sei eine Abbildung. Aufler-
dem sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und eine
Abbildung T* : X* {0, 13}, wobei

t—-1 t—1
X*={Z )\i-xi|7\i€N, b)\i_—‘n}
i=o0 =0

so, daf3 folgendes gilt:
Zu jeder Firbung A : X* > {0, . .., 1 — 1} gibt es eine homothetische Kopie a +d -
X C X*, d. h. es gibt a € E* und eine positive ganze Zahl d, so daf8

6)] I(x;) =T*(a+d - x;) fiir alle x; € X
(i) A(a+d . x)=A(a+td-x) fiiralle 0<i, j < tmit I'(x;) = I'(x;).

Mit etwas Arbeit erhilt man als weiteres Korollar aus der induzierten Version
des Satzes von Hales und Jewett eine induzierte Version von (2.7.2), d. h. einen
induzierten Partitionssatz fiir (m, p, c)-Mengen.

Der Einfachheit halber wollen wir hier lediglich einen wichtigen Spezialfall explizit
vorstellen, nimlich ¢ = 1 und p = 1. Dieser Fall ergibt eine induzierte Version des
Radoschen Summensatzes (2.3). Dieses Resultat ist unabhingig auch von Nesetril
und Rédl gefunden worden:
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3.3 Satz [14),[37] Essei T : P(m) ~> {0, 1} eine Abbildung, die jeder Teil-
menge lvon {0,...,m— 1} den Wert T(I) €{0, 1} zuordnet. Auperdem sei 1 eine
positive ganze Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und eine Abbildung
r'* :{1,...,n} ~>{0, 1} mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder Farbung A : {1,...,n} -0, ..., r— 1} findet man Zahlen Xo, . . -, Xm —1
€{1,...,n} so, dag gilt:

(i) ') =T*( Y. x,) fiir jede nichtleere Teilmenge I € P(m)
i€l

(i) ACY x;) = A( Y. x,) fiir alle nichtleeren Teilmengen I, J € P(m) mit
i€l i€l

ra=rq.

Promel [40] zeigte kiirzlich, daft fur den Partitionssatz fiir Parametermengen
von Graham und Rothschild und den Partitionssatz fur endliche affine und projek-
tive Raume von Graham, Leeb und Rothschild induzierte Analoga gelten. Dabei
beobachtete er, daP induzierte Versionen nicht nur fiir Strukturabbildungen I gel-
ten, die auf Punkten wirken, sondern sogar fiir Strukturabbildungen auf hoherdi-
mensionalen Objekten.

Als nichstes wollen wir uns mit restringierten Versionen des Satzes von
van der Waerden beschiftigen. Ausgangspunkt ist folgende Frage von Erdos [16]:
Gibt es Mengen A positiver ganzer Zahlen, die einerseits arm an langen arithmetischen
Progressionen sind, d. h. keine arithmetische Progression der Linge k + 1 enthalten,
die andererseits aber reich an kurzen arithmetischen Progressionen sind, d. h. zu
jeder Zerlegung von A in Teilmengen X und Y enthilt einer der beiden Teile (d. h.
X oder Y) eine arithmetische Progression der Lange k? Spencer sowie Nesetril und
Rodl zeigten unabhingig voneinander, dafd dies der Fall ist, ndmlich

3.4 Satz [48], [38] Es seien k und 1 positive ganze Zahlen. Dann gibt es
eine endliche Menge A C N positiver ganzer Zahlen derart, daf

@) A enthilt keine arithmetische Progression der Linge k + 1,

(ii) aber zu jeder Firbung A : A—~>{0, ..., 1 — 1} existiert eine einfarbige arith-
metische Progression a+i-d,0 <i <Kk, der Lingek, d. h. es gilt A(a) =
Aa+i- d) fiir jedes 0 <i <k.

Wie schon im induzierten Fall, so zeigt sich auch hier, daf} Eigenschaften
von arithmetischen Progressionen auch fiir den Satz von Hales und Jewett gelten:

3.5 Satz [13] Es sei A eine endliche Menge, und es seien m und r positive
ganze Zahlen. Dann gibt es eine positive Zahl n und eine Menge S C A" so, dap gilt:

G4) S enthilt keine (m + 1)-Parametermenge, d. h. f- A™*1 N (A" \S) # Q fiir
jedes (m + 1)-Funktional f in A", aber

'(ii) zu jeder Firbung A : S—~>{0, ..., 1 — 1} gibt es eine einfarbige m-Parameter-
menge, die ganz in S enthalten ist, d. h. es gibt ein m-Funktional fin A" so,
dap f-A™ CSund A1f- A™ = constant.

3.6 Bemerkung Zur Verdeutlichung dieser Aussage wollen wir den Fall
A = {0, 1} noch einmal explizit angeben. Wenn man die Elemente von {0, 1}" als
charakteristische Funktionen von Teilmengenvonn ={0,...,n — 1} interpretiert,
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so gehort zu jedem m-Funktional f in A® genau ein P(m)-Subverband L von P(n),
(wobei P(n) den Verband der Teilmengen vonn={0,...,n — 1} bezeichnet), so
dad L =f. A™. Wie man leicht sieht, gilt auch die Umkehrung, d. h. zu jedem
P(m)-Subverband L von P(n) gehért genau ein m-Funktional f in A® mit f- A™ = L.
(3.5) besagt dann:

. Zu m und r gibt es eine Menge S C P(n) von Elementen des Potenzmengenverban-

des einer n-elementigen Menge, die keinen P(m + 1)-Subverband enthilt, doch zu
jeder Farbung A : S—>{0, .. ., r — 1} enthilt S einen einfarbigen P(m)-Subverband.

Mit einem etwas geschickteren Ansatz als beim Beweis von 1.5 erhilt man
eine simultan induzierte und restringierte multidimensionale Version des Satzes von
van der Waerden:

3.7 Satz Esseil' :{0,...,k — 1}*>{0, 1} eine Strukturabbildung des
L-dimensionalen Wiirfels der Grofe k, auperdem sei 1 eine positive ganze Zahl. Dann
gibt es eine endliche Menge X* C N* des S-dimensionalen Gitters, und es gibt eine
Strukturabbildung I'* : X* - {0, 1} so, daf folgendes gilt:

(i) X* enthdlt keine homothetische Kopie von {0, . . ., k}*, des R-dimensionalen

Wiirfels der Grofie k + 1,

(ii) zu jeder Farbung A : X* > {0, ..., r — 1} gibt es ein a € N2 und eine posi-
tive ganze Zahl d so, daf

(ila) T(b)=T*(a+d-b)firallebeqo,... k- 13%,d h.a+d-{0,.. .,k — 1}*
ist eine induzierte homothetische Kopie des %-dimensionalen Wiirfels der

Grofle k, die ganz in X* liegt,

(iib) A(a+d-b)=A(a+d-c) fiiralle b,c€{0,... ., k- 1}* mit

I'(b) = I'(c).

Fiir die Situation des Satzes von Hales und Jewett ist es ein noch ungelostes
Problem, ob simultan induzierte und restringierte Versionen gelten oder nicht. Jeden-
falls fiir den einfachsten Fall, nimlich m = 1, ist dies der Fall [13].

AbschlieBend wollen wir noch zwei weitere restringierte Partitionssitze angeben,
der erste stellt eine restringierte Version von 1.6 dar:

3.8 Satz [13] Es sei q eine Primzahl, und es seien m und I positive ganze
Zahlen. Dann gibt es eine Menge S C (GF(q))" von affinen Punkten im n-dimen-
sionalen Raum iiber GF(q), wobei n hinreichend grofs ist, mit folgender Eigenschaft:
(i) S enthilt keinen (m + 1)-dimensionalen affinen Unterraum von (GF(g)"

(ii) zu jeder Firbung A : S— (0, ..., r — 1} enthdilt S einen einfarbigen m-dimen-
sionalen affinen Unterraum.

Der nichste Satz stammt von Nesetril und Rodl. Hierbei handelt es sich um
eine restringierte Fassung des Radoschen Summensatzes:

3.9 Satz [37] (Nesetril und Rodl) Es seien m und r positive ganze Zahlen.
Dann gibt es eine endliche Menge S C N von positiven ganzen Zahlen derart, daf3

(i) fiir alle X, . . ., Xy, € S gibt es eine nichtleere Menge 1 C {0, ..., m} so, daf

2 Xxi €8, d h. S enthdlt nicht m+ 1 Zahlen und alle deren Summen, aber
iel
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(ii) zu jeder Farbung A : S— {0, ...,r — 1} gibt es m Zahlen Xq, . . ., Xm 1 €S

so, daf3 fiir alle nichtleeren Teilmengen 1 C {0, ..., m — 1} die Summen

Y x; in S liegen und alle gleichgefirbt sind, d. h. A(xe) = A(Y. X;).

i€l i€l

Spencer betrachtet eine weitere Verallgemeinerung des van der Waerdenschen
Satzes, bei der Ideen aus der Graphentheorie einfliefien.

Wir bezeichnen mit AP} die Menge der k-elementigen arithmetischen Pro-
gressionen in {0, .. .,n — 1}, d. h. wenn {ay, . . ., 3, _ ; } € AP}, so ist (eventuell
nach umnumerieren) a; = ay +1i - d fiir eine positive ganze Zahl d. AP} bildet die
Kantenmenge eines k-uniformen Hypergraphen auf der Knotenmenge {0, ..., n—1}.
Wie iiblich bezeichnet die chromatische Zahl x(AP}) die kleinste natiirliche Zahl r
so, dafd es eine Farbung A : {0, ...,n — 1} = {0, .. ., r — 1} derart gibt, daf keine
Kante {ay, . . ., ax_ ; } € AP} einfarbig ist. Der Satz von van der Waerden besagt,
daB x(AP¥V &)y =1+,
Ein Kreis der Linge g im Hypergraphen AP} besteht aus g Kanten A,, . . ., A, €
APy und g Zahlen ay, . . ., a,_; derart, daP a; EA; N Ay, firi=0,...,g — 1, wo-
bei man natiirlich A, = A, setzt. Offensichtlich besitzt AP} jede Menge kurzer Kreise,
im allgemeinen sogar schon Kreise der Linge 2. Mit Hilfe von probabilistischen
Methoden zeigte Spencer:

3.10 Satz [48] (Spencer) Es seien K, r und g positive ganze Zahlen. Dann
gibt es eine positive ganze Zahl n und eine Menge H C AP} von arithmetischen
Progressionen der Linge k in {0, . . .,n — 1} derart, dag gilt:

(1) girth(H) > g, d. h. der kiirzeste Kreis in H besitzt mindestens g + 1 Kanten,
(ii) X(H)>r1,d. h. zu jeder Farbung A : {0,...,n — 1} {0, ..., r — 1} gibt
es eine einfarbige arithmetische Progression {a,, . . ., ax_ 1 } € H.

Es ist immer noch ungelost, ob sogar folgende Verschirfung von Satz (3.10)
gilt:

3.11 Frage [48] Es seien k, r und g positive ganze Zahlen. Gibt es dann
eine (endliche) Menge S von positiven ganzen Zahlen derart, daf die Menge AP
der arithmetischen Progressionen der Linge K, die in S enthalten sind, die Bedin-
gungen
()  girth(AP}) > g und
(i)  x(APY) > rerfiillt?

Jedenfalls fiir g = 2 ist die Antwort bejahend [48].

Wieder stellt sich die Frage, ob ein dhnliches Resultat auch fiir den Satz von
Hales und Jewett gilt. In der Tat ist das der Fall, wie Rodl kiirzlich, ebenfalls mit
probabilistischen Methoden, zeigen konnte:

3.12 Satz [44] (Ro6d]) Es sei A eine endliche Menge und m, r und g seien
positive ganze Zahlen. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n und eine Menge F
von m-Funktionalen in A™ so, dafi der Hypergraph H = {f - A™ |f € F} der m-Para-
metermengen, die durch F gegeben sind, erfiillt:

(i) girth H > g und
(ii) X(H)>r.
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Wie schon oben stellt sich die Frage, ob nicht sogar folgende Verschirfung
gilt:
3.13 Frage Es sei A eine endliche Menge und m, 1 und g seien positive

ganze Zahlen. Gibt es eine Menge S C A", fiir ein geniigend grofies n so, daf der
Hypergraph HIS, aller in S enthaltenen m-Parametermengen f - A™ , die Bedingungen

()  girth HIS, >gund
(i)  x(HIS)>rerfillt?

Fiir den Fall A ={0, 1}, m = 1, r = 2 und g = 3 erhélt man schnell eine nega-
tive Antwort, doch schon fiir m = 2 ist nicht klar, ob die Antwort positiv oder nega-
tiv ausfallt. Ebenso verhilt es sich mit dem Fall mindestens 3-elementiger Mengen
Aundm=1.

3.14 Problem Man finde konstruktive Beweise fiir (3.10) und (3.12). Man
gebe also eine (rekursive) Konstruktionsvorschrift fiir die Hypergraphen H, etwa
so, wie Lovasz [36], Nesetril und Rodl [39] konstruktive Beweise fiir die Existenz
von k-uniformen Hypergraphen mit hohem girth und grofier chromatischer Zahl
gaben, nachdem ein Existenzbeweis fur derartige Hypergraphen vorher von Erdos
und Hajnal [18] mit probabilistischen Methoden gefiihrt wurde.

§4 Dichtheit und kanonisierende Versionen

Die Ausfiihrungen zu den Dichtheitsversionen, d. h. den Resultaten von
Szemerédi und Furstenberg und Katznelson werden wir sehr knapp halten. Der
Leser sei hier auf den Artikel von Jacobs [32] verwiesen. 1973 gelang es Szemerédi,
eine beriihmte Vermutung von Erdos und Turan zu beweisen, nimlich:

4.1 Satz [52] (Szemerédi) Es sei k eine positive ganze Zahl und sei € >0
eine (beliebig kleine) reelle Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl ng = Sz(k, €)
so, daf alle positiven ganzen Zahlen n = ng folgende Eigenschaft besitzen:

Jede Menge SC{0,...,n— 1} mit|S|>€-n enthilt eine arithmetische Progres-
sion der Linge k.

Spiter gelang Furstenberg [21] ein Beweis von 4.1 mit ergodentheoretischen
Methoden. Auferdem bewiesen Furstenberg und Katznelson folgende Verallgemei-
nerung von (4.1):

4.2 Satz [23] (Furstenberg und Katznelson) Seien k und & positive ganze
Zahlen und sei € > 0 eine (beliebig kleine) reelle Zahl. Dann gibt es eine positive
ganze Zahl ng = FK(X, &, €) so, daf alle positiven ganzen Zahlen n = ng folgende
Eigenschaft besitzen:
Jede Menge S C{0,...,n — 112 von Punkten im %-dimensionalen Wiirfel der Gréfie n
mit |S| > € - n* enthilt eine homothetische Kopie von {0, .. .,k — 1}%, dem L-di-
mensionalen Wiirfel der Gréfle k.

Es liegt nun wieder nahe zu fragen, inwieweit auch der Satz von Hales und
Jewett eine Dichtheitsversion zulafit. Fur das Alphabet A = {0, 1} konnte Rodl [45]
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zeigen, daB dies der Fall ist. Gemift Bemerkung (3.6) 1afit sich dieses Ergebnis
als Eigenschaft von Booleschen Verbinden interpretieren:

4.3 Satz [45] (R6dl) Es sei m eine positive ganze Zahl und sei € > 0 eine
(beliebig kleine) reelle Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl nq so, daf alle
positiven ganzen Zahlen n 2 n, folgende Eigenschaft besitzen:

Zu jeder Menge S C P(n) von Punkten im Booleschen Verband P(n) mit |S|>¢€ - 2"
gibt es einen P(m)-Subverband von P(n), der ganz in S enthalten ist.

Fiir m = 1 folgt dies aus dem Satz von Sperner [51], der ja besagt, dafs im

n
P(n) eine maximale Antikette ( n ) ~ 5l Elemente besitzt. Der Fall m = 2 wurde
n/2 V/n

von Erd6s und Kleitmann bewiesen [19].

Es liegt nahe zu vermuten, daf} eine Dichtheitsversion fur den Satz von
Hales und Jewett nicht nur fiir das 2-elementige Alphabet, sondern fiir jedes end-
liche Alphabet A gilt ([17], [25]). Doch schon fir m = 1 und |A| = 3 ist derzeit
nichts bekannt. Graham [25] bietet (U.S.) $ 100 fiir die Losung dieses Problems:

4.4 Frage [25)] Gibt es zu jedem € > 0 eine positive ganze Zahl ng so, dafi
fiir alle n 2 n, gilt:
Wenn S C {0, 1, 2}™ mit |S|> € - 3", so gibt es ein 1-Funktional fin {0, 1, 2}" mit
£.{0, 1,2} CS,d. h. S enthilt eine 1-Parametermenge?

Untere Schranken fir MAX {|S|/|A|*|S C A", S enthilt keine 1-Parameter-
menge)} findet man in [1], [6]und [47].

Ein ganz wenig mehr ist iiber die Dichtheitsversion von Satz 1.6 bekannt.
Zunichst einmal folgt aus 4.3 die entsprechende Dichtheitsversion fir GF(2).
Brown und Buhler ([7] und [8]) haben das entsprechende Dichtheitsresultat fiir
GF(3) bewiesen. Etwas allgemeiner konnten sie fiir ungerade Primzahlpotenzen q
zeigen, dal jede Menge S C (GF(q))", mit |S|> € - Q" und n = BB(e, q) hinreichend
grof, wenigstens 3 kollineare Punkte enthilt. Fiir GF(4) hingegen ist derzeit nichts
bekannt.

Man beachte schliefilich noch, da® aus einem eventuellen Dichtheitsresultat
fiir die Hales und Jewett Situation ein solches fiir affine Punkte folgen wiirde, aber
aus den Arbeiten von Brown und Buhler keine Antwort auf Frage 4.4 zu erhalten ist.

Im folgenden wollen wir uns mit kanonisierenden Partitionssitzen beschif-
tigen. In den bisher zitierten Sétzen sind stets Farbungen betrachtet worden, bei
denen die Anzahl der beniitzbaren Farben vorab beschriankt ist. Die Frage, welche
Phinomene bei Firbungen mit unbeschrinkt vielen Farben auftreten, wurde fiir die
Situation des Satzes von Ramsey schon 1950 durch Erdos und Rado [20] beschrie-
ben.

Fiir arithmetische Progressionen wurden die entsprechenden Untersuchungen
erst viel spiter angegangen. Dies vielleicht deshalb, weil bisher in die Beweise die
entsprechenden Dichtheitsresultate wesentlich eingehen. Das erste Beispiel ist eine
Verallgemeinerung des Satzes von van der Waerden, die von Erdos und Graham
stammt:

4.5 Satz (siehe [12], Erd6s und Graham) Zu jeder positiven ganzen Zahl k
gibt es eine positive ganze Zahl n mit der folgenden Eigenschaft:
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Zu jeder Firbung A : {0, .. .,n — 1} > N gibt es eine k-elementige arithmetische
Progressiona+i-d,i=0,...,k — 150, dap entweder A(a+i-d)=A(a+j-d) fiir
alle 0 <i,j <k (d.h. a+i- dist eine einfarbige arithmetische Progression) oder
A(at+i-d)#F A(a+j-d)firalle 0<i<j<k(d.h.a+i-disteine injektiv gefirbte
arithmetische Progression).

Derzeit ist kein elementarer kombinatorischer Beweis fiir (4.5) bekannt,
trotzdem ist der Beweis kurz, allerdings macht er entscheidenden Gebrauch von
Szemerédis Satz (4.1):

Beweis von (4.5). Sei n = Sz(k, €), wobei € hinreichend klein gewihlt ist,
€=(3-k*)"!etwa,und sei A : {0, ...,n — 1} > N eine beliebige Farbung. Ange-
nommen, es gibt keine injektiv gefarbte arithmetische Progression der Linge k. Es
gibt mindestens ¢’ - n? viele arithmetische Progressionen der Linge k in {0, . . .,n— 1},
wobei ¢’ eine Konstante ist, die nur von k abhiingt. Jede zweielementige Menge

kommt in héchstens (12( ) vielen arithmetischen Progressionen der Linge k vor. Also

gibt es mindestens ¢ - n? viele zweielementige Teilmengen von {0, . . ., n — 1}, die
einfarbig sind, wobei c eine Konstante ist, die wiederum nur von k abhingt. Ange-
nommen, es gibt auch keine einfarbige arithmetische Progression der Linge k. Da
n = Sz(k, €), ist dann |A~1(i)| < e - n fiir jedes i €N. Da Y 1A= = n, folgt
iEN
A~'@I| < 1 [e:n
2 ] el 2

2

durch einfache Uberlegungen, da Y. € - n°.

i€EN

A\

Es gibt also hochstens € - n? viele einfarbige zweielementige Teilmengen,
Wihlt man nun e < ¢, so bekommt man einen Widerspruch. O

Eine unmittelbare Verallgemeinerung der kanonisierenden Version des
Satzes von van der Waerden auf den Satz von Hales und Jewett gilt nicht. Das liegt
daran, daf} es langst nicht soviele 1-Parametermengen gibt wie arithmetische Pro-
gressionen. Wihlt man némlich fir k = {0, . . ., k — 1} die Codierung k™ 3(a,,. ..,
a,_1)®ay+a, k+...+a,_; k"' €{0,..., k" — 1}, so gehért zu jeder arithme-
tischen Progression der Léange k in {0, . . ., k" — 1} hochstens eine 1-Parametermenge
in k™. Es gibt nun mindestens ¢ - (k?)" viele arithmetische Progressionen der Linge
kin {0, ..., k"— 1}, wabei ¢ > 0 nur von k abhiingt, aber nur (k + 1)® — k" viele
1-Parametermengen in k".

Firr den Satz von Hales und Jewett gilt folgende kanonische Version:

4.6 Satz [41] Es sei A eine endliche Menge und m eine positive ganze Zahl.
Dann gibt es eine positive ganze Zahl n mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder Farbung A : A™ - N gibt es eine Aquivalenzrelation = auf der Menge A,
und es gibt ein m-Funktional f in A™ so, dap fiir alle (ay, . . ., 2y _, ) und
(bo, ey bm - 1) in A™ gllt

*) Af(ag, . .., am 1)) = A(f(bg, . . ., b _1)) ®a; =b; fiirjedes 0 <i<m.

Man kann sich leicht {iberlegen, da dieses Resultat bestmdoglich ist, d. h.
daf} alle Fiarbungen (*) auch wirklich auftreten kénnen.
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Im allgemeinen wird man also fiir den Satz von Hales und Jewett kein ,,ein-
farbig* oder ,,injektiv* Resultat fiir Firbungen mit beliebig vielen Farben erwarten
konnen. Lediglich fiir den Fall zweielementiger Alphabete folgt dies aus (4.6). In
der Interpretation von 3.6 heifdt das:

4.7 Korollar [41] Zu jeder positiven ganzen Zahl m gibt es eine positive
Zahl n mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder Firbung A : P(n) > N des Booleschen Verbandes P(n) mit beliebig vielen
Farben gibt es einen P(m)-Subverband L so, daf AL = constant oder AL injek-
tiv ist.

Ebenfalls ein ,,einfarbig* oder ,,injektiv‘‘ Resultat bekommt man fiir Far-
bungen von affinen Punkten:

4.8 Satz [57] Es sei q eine Primzahlpotenz und m sei eine positive ganze
Zahl. Dann gibt es eine positive ganze Zahl n mit folgender Eigenschaft:
Zu jeder Farbung A : (GF(q))" = N der Punkte des n-dimensionalen affinen Raumes
iber GF(q) gibt es einen m-dimensionalen Unterraum A C (GF(q))" so, daf ent-
weder A1 A = constant oder A1 A injektiv ist.

Bevor wir zu arithmetischen Progressionen zuriickkehren, sollen noch zwei
kanonisierende Resultate im Zusammenhang mit dem Radoschen Summensatz bzw.
der unendlichen Verallgemeinerung von Hindman Erwihnung finden. Die kanoni-
sierende Version des Hindmanschen Satzes stammt von Taylor:

4.9 Satz [54] (Taylor) Zu jeder Firbung A : N - N der positiven ganzen
Zahlen findet man stets unendlich viele Zahlen xo <x, <X, . . . derart, daf einer
der folgenden S Fille fiir alle endlichen, nichtleeren Teilmengen 1, J C N gilt

N ACY x)=A(Y xp)

iel i€l
(2)  ACY x)=A(Y x)*minl=minJ
i€l ield
A3) ACY x)=A(Y x;)® max]=max]J
iel i€l
4  ACY x)=ACY x)*minl=min] wund maxI=max]
iel i€lJ
(5)  ACY x)=A(Y x)el=1.
iel ielJ

Man kann sich leicht iiberlegen, da tatsichlich alle 5 Fille notwendig sind,
d. h. man kann keinen der Fille (1) bis (5) weglassen. Anders verhilt sich die Situa-
tion beim Radoschen Summensatz, d. h. bei der endlichen Version von (4.9). Hier
kann man sich auf (1), (2) und (5) beschrinken, ebenso sicht man schnell, daf® (1)
und (5) (d. h. ,,einfarbig*‘ oder ,,injektiv*‘) nicht ausreichen:

4.10 Satz [41] Zu jeder positiven ganzen Zahl m gibt es eine positive ganze
Zahl n mit folgender Eigenschaft:
Zu jeder Farbung A : {0, ...,n — 1} > N gibt es m Zahlen xo <x; <. .. <ZXm-_1
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so, dafs einer der Fille (4.9.1), (4.9.2) oder (4.9.5) fiir alle nichtleeren Teilmengen
I,JC{0,...,m— 1} gilt.

Nun kommen wir noch einmal direkt zu arithmetischen Progressionen, ndm-
lich zu einer kanonisierenden Version des Satzes von Gallai und Witt. Da ,,Homothe-
tie* ein geometrischer Begriff ist (ndmlich ,,Streckung plus Translation®), liegt es
nahe zu vermuten, da® man eine geometrische Beschreibung der moglichen Fille
erhilt; tatsichlich ist dies der Fall.

Um dieses schone Resultat besser verstehen zu konnen, studieren wir zu-
nichst einen Spezialfall. Betrachte die 6 Aquivalenzrelationen auf E?, die im fol-
genden Bild skizziert sind:

2.W={(x,y)Ix=0} 3.W={(x,y)|ly =0}

4. W={(x,y)Ix=y} 5W={(x,yIx=-y} 6.W={(0,0)}

Die Konstruktion der 6 genannten Aquivalenzrelationen besteht darin,
Nebenklassen gewisser linearer Unterrdiume W von E? als Aquivalenzklassen zu neh-
men.

Der Spezialfall des Satzes besagt nun: Zu jeder Féarbung A : 2% - N des
Quadratgitters mit beliebig vielen Farben gibt es eine homothetische Kopie K des
Einheitsvierecks {(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)} (im obigen Bild jeweils durch die 4
fetten Punkte angedeutet), so dafd A 1K von einer der 6 oben skizzierten Typen ist.
Offensichtlich kann man keinen dieser 6 Fille weglassen.

Damit ist aber schon die allgemeine Situation erreicht:

4.11 Satz [12], [50] Es sei X ={Xq, . . ., X; _1} C E* eine endliche Menge
von Punkten im %-dimensionalen euklidischen Raum. Dann gibt es eine endliche
Menge X* C E* mit folgender Eigenschaft:

Zu jeder Firbung A : X* — N gibt es einen linearen Unterraum W C E® sowie eine
homothetische Kopie a+d - X C X*, a€ E*, d € N, von X so, dap fiir alle x;,
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x; € X gilt:
*) A(@td-x)=A@@+d-x)®x — X EW,
d. h. x; und x; liegen in derselben Nebenklasse von W.

Zunichst konnten Graham, Promel und die Autoren dieses Berichtes den
Fall, da® X C N® im Gitternetz liegt, erledigen. Spencer zeigte anschliefend, wie
man den allgemeinen Fall darauf zuriickfiihrt.

Der erste Teil dieses Satzes (ndmlich der Fall X C N%) wird mit Hilfe eines
Zihlargumentes aus dem Satz von Fiirstenberg und Katznelson gewonnen. Wie bei
der kanonisierenden Version des Satzes von van der Waerden stellt sich also die
Frage, ob man (4.11) nicht direkt, d. h. ohne Zuriickfiihrung auf ein Dichtheitsresul-
tat, beweisen kann.

Zum Schluf® wollen wir noch zwei weitere Spezialfille von 4.11, die auch
fiir sich von Interesse sind, explizit angeben:

4.12 Korollar (1) Es sei X C E? eine endliche Menge von Punkten im zwei-
dimensionalen Raum, von denen keine drei auf einer Geraden liegen. Dann gibt es
zu jeder Firbung A : E* - R eine homothetische Kopie K von X so, dap einer der

folgenden 2 + IX| ) Fille gilt:

2

A1 K = constant,

es gibt zwei Punkte x, y € K mit A(x) = A(y), aber sonst ist AT K\{y}
injektiv,

A1 K ist injektiv.

(2) Es sei X C E® eine Menge von affinen unabhdingigen Punkten. Dann gibt
es zu jeder Firbung A : E* — R eine homothetische Kopie K von X und eine Teil-
menge Y C K so, daf8 ATY konstant, aber ATK\Y injektiv ist.

Im Zusammenhang mit den Ergebnissen von Abschnitt 2 ergeben sich zahl-
reiche, bisher noch ungeloste Probleme. Der Einfachheit halber formulieren wir die
Fragen fiir arithmetische Progessionen:

4.13 Fragen (1) Gibt es zu jeder positiven ganzen Zahl k eine (endliche)
Menge S C N positiver ganzer Zahlen, die keine arithmetische Progression der Linge
k + 1 enthdlt, d. h. APEH = Q, welche aber zu jeder Firbung A : S — N eine arith-
metische Progression a +i- d der Linge k enthalt, die entweder einfarbig oder injek-
tiv gefdrbt ist?

(2) Gibt es zu je zwei positiven ganzen Zahlen g und K eine positive ganze
Zahl n und eine Menge H C AP} von arithmetischen Progressionen der Linge k
mit girth H > g, welche zu jeder Firbung A : {0, . ..,n — 1} = N eine arithmetische
Progression der Linge k enthdlt, die entweder einfarbig oder injektiv gefiirbt ist?
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Unzerlegbare Darstellungen
endlich-dimensionaler Algebren®

C. M. Ringel, Bielefeld

Im folgenden Bericht mochte ich die Grundziige der Darstellungstheorie
endlich-dimensionaler Algebren skizzieren, wie sie in den letzten zehn Jahren ent-
wickelt wurde. Ich erinnere daran, dafd das Grundproblem der Darstellungstheorie
die Klassifikation der unzerlegbaren Darstellungen einer Algebra ist. Dabei gehen
wir von folgender Situation aus: Gegeben ist ein Korper k, oft werden wir voraus-
setzen, daf® k algebraisch abgeschlossen ist, und dann geniigt es fiir alle Uberlegungen,
an den Korper C der komplexen Zahlen zu denken. Wenn hier von k-Algebren die
Rede ist, so handelt es sich immer um assoziative Algebren, fast immer werden wir
voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind, und endlich-dimensionale Algebren
sollen ein Einselement besitzen. Ist eine solche Algebra A gegeben, so fragen wir
nach allen moglichen Darstellungen von A, nach den A-Moduln, dassind
k-Vektorriume, auf denen A von links operiert, mit den {iblichen Distributivgesetzen.
Bei Moduln werden wir immer voraussetzen, daf sie endlich-dimensional sind. Unter
einer direkten Zerlegung des A-Moduls M versteht man eine Vektorraumzerlegung
M=M'eM", wobei M’ und M" beides A-Untermoduln sind; sie heifdt trivial, falls
M’ =0 oder M" = 0. Ist M # 0, und besitzt M keine nicht-trivialen Zerlegungen, so
spricht man von einem unzerlegbaren Modul. Natiirlich kann jeder
(endlich-dimensionale) Modul als direkte Summe unzerlegbarer Moduln geschrieben
werden, und der klassische Satz von Krull-Schmidt besagt, daf’ eine solche Zerlegung
bis auf Isomorphie eindeutig ist. Um also alle Moduln zu kennen, geniigt es, die
unzerlegbaren Moduln zu beschreiben. Im allgemeinen wird es unendlich viele Isomor-
phieklassen unzerlegbarer Moduln geben, wie das folgende Beispiel zeigt: Seil das
von den Polynomen X2, XY, Y2 erzeugte Ideal des Polynomrings C[X, Y], und
Aq=C[X, Y)/I. Dann ist A, eine 3-dimensionale kommutative Algebra, und wir
erhalten fiir jede komplexe Zahl A einen 2-dimensionalen A Modul M,, indem wir
als zugrundeliegenden Vektorraum C? wihlen, und die Operation von X auf C? durch
die Matrix [g (l)l, die von Y auf C? durch g 0
fert dies eine Operation von C[X, Y] auf C?, und man rechnet leicht nach, daf} I
den Modul annulliert). Alle diese Moduln M, sind unzerlegbar, und sie sind paar-

festsetzen (offensichtlich lie-

*) Dies ist der ziemlich wortliche Text eines Vortrages, gehalten auf der DMV-Tagung
in Dortmund, 1980. Eingearbeitet wurde lediglich der Satz von Ovsienko [17], und Hinweise
auf die neuen Arbeiten [4], [7], [12], [19].
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weise nicht-isomorph. Besitzt eine endlich-dimensionale Algebra nur endlich viele
Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln, so nennen wirsie darstellungsend-
lich. Ein wichtiger Satz von Rojter [23] besagt nun, da eine endlich-dimensionale
Algebra entweder darstellungsendlich ist, oder aber unzerlegbare Darstellungen
beliebig groer Dimension besitzt. Die entsprechende Vermutung war in den vier-
ziger Jahren von Brauer und Thrall formuliert worden [21]. Fiir unsere Algebra A,
erhalten wir grofie unzerlegbare Moduln, indem wir X und Y auf C?" vermége der
Matrizen

und

operieren lassen. Ich sollte betonen, daf ein Aj-Modul offensichtlich nichts anderes
ist als ein C-Vektorraum, mit zwei Endomorphismen «, g, firr die o = %= of = pa=0
gilt — dabei ist o durch die Operation von X, und 8 durch die von Y gegeben, die ja
die entsprechenden Relationen erfiillen. Die vollstindige Klassifikation aller unzer-
legbaren Ay-Moduln geht zuriick auf Kronecker, sie folgt direkt aus seiner Klassifi-
kation aller Matrizenbiischel [15], [10], also der Paare von nicht-notwendig quadra-
tischen Matrizen. Wir schreiben dafiir symbolisch

O/No
N~—

um auszudriicken, dafd zwei Vektorraume V, W und zwei lineare Abbildungen
v, 6 : V> W gegeben sind, also

und dafd wir nun geeignete Basen in V und W suchen, um y und § in eine relativ
einfache Form zu bringen. Die Probleme der Darstellungstheorie sind Matrizen-
probleme, auch wenn im allgemeinen ein basisfreier Zugang gewihlt wird.

Ich mochte im weiteren besonders das folgende Beispiel diskutieren:

o—a>oD B

wir haben es mit zwei Vektorrdumen U, V, einer Abbildung « : U~ V, und einem
Endomorphismus 8 : V= V zu tun. Dabei kénnen wir voraussetzen, dafl « eine
Inklusionsabbildung ist, denn andernfalls spalten wir den Kern von « ab (die einzige
unzerlegbare Darstellung, fiir die « nicht injektiv ist, ist k —> OQ). Zu untersuchen
haben wir deshalb einen Vektorraum V, mit einem Endomorphismus 8 und einem
Unterraum U. Wenn wir keine weiteren Voraussetzungen machen wiirden, so wire
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dies ein ziemlich hoffnungsloses Unterfangen: Es gibt viel zu viele unzerlegbare
Darstellungen, als dafd man eine Klassifikation erwarten konnte. (Man kann recht
leicht zeigen, daf’ es zu jeder endlich-dimensionalen Algebra A einen Vektorraum V,
einen Endomorphismus 8 : V= V und einen Unterraum U von V gibt, so daf® A
isomorph zum Ring aller Endomorphismen von V, die mit § kommutieren, und U
in sich abbilden, ist; man sagt daher, daf® man es mit einem ,,wilden‘ Problem der
Darstellungstheorie zu tun hat [6]). Wir werden zusitzlich noch voraussetzen, dafl
die Relationen

f*=0 und fa=0

gelten: Gesucht sind also Tripel (V, U, 8), mit V ein Vektorraum, § ein nilpotenter
Endomorphismus von V mit Nilpotenzindex <4, und U ein Unterraum von V, der
im Kern von 2 enthalten ist. In diesem Fall, so werden wir sehen, gibt es 27 un-
zerlegbare derartige Tripel, also, zusammen mit k - 0:), erhalten wir genau 28
unzerlegbare Moduln, wir sind im darstellungsendlichen Fall. — Ich sage ,,Moduln®,
und sollte noch einmal herausarbeiten, dafy die Quadrupel

U-%V ) mitp*=pa=0

gerade den Moduln iiber einer 7-dimensionalen Algebra A, entsprechen, die man

auf folgende Weise erhilt: man betrachtet die ,,Wege-Algebra‘‘ zum Kocher

Oiw:) B, und faktorisiert das von den Relationen * und %« erzeugte Ideal

heraus [8]; in unserem Fall besitzt A, eine kanonische k-Basis, namlich zwei Idem-
potente, die den beiden Punkten des Kdchers entsprechen, und die (Restklassen
der) Wege «, 8, 82, 83, Bo — die iibrigen Monome liegen in dem von % und 2«

erzeugten Ideal und sind daher null gesetzt. Der U &, VD B zugeordnete A,-Modul
ist gegeben durch den Vektorraum U @ V, mit der offensichtlichen Operation von
AjaufUe V.,

Wenn man die unzerlegbaren Moduln einer Algebra klassifizieren mochte,
so braucht man ,,Etiketten‘‘, mit denen man sie bezeichnen kann, also irgendwelche
Invarianten, die man einerseits leicht bestimmen kann, die andererseits den Modul
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmen. Als erste und wichtigste Invariante erweist
sich der sogenannte Dimensionsvektor dim M. Eine endlich-dimensionale Algebra A
hat nur endlich viele Isomorphieklassen einfacher (= irreduzibler) Moduln, etwa
Sy, ..., S,. Fiir einen A-Modul M bezeichnet dim M das n-Tupel, dessen i-te Koor-
dinate (dim M); angibt, wie oft S; in einer Kompositionsreihe von M als Faktor auf-
tritt. Nach dem klassischen Satz von Jordan-Holder sind diese Anzahlen Invarianten
des Moduls. Im Fall der Algebra A, gibt es die beiden einfachen Moduln

S;=(k—>0_)) und S,=(0~>K ),
und es ist

dim (U %> v )p) = (dim U, dim V).
Im allgemeinen wird der Dimensionsvektor nicht ausreichen, um die unzerlegbaren
Moduln zu klassifizieren, selbst wenn wir es mit einer darstellungsendlichen Algebra

zu tun haben. So gibt es im Fall der Algebra A, drei Isomorphieklassen von unzer-
legbaren Moduln mit Dimensionvektor (2, 6), namlich die folgenden:
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0 1
0 0
00 _ -
00 0 1 ;
0 1 o1
1 0 0 1
K k) |
b0l
L : B
1 0
0 1
00 B . 1
0 0 0 1 !
0 1 o1 |
00 0 1 !
k2 —— k¢ |
Dl o .
L0 1
E 0
0 0
0 1
00 -
00 0 1 ; ]
0 1 01
1 0 0 1 |
k2 ——— kS ) 0 !
L0 1
| 0
L ' -

Es stellt sich also das Problem, fiir welche Algebren die unzerlegbaren Moduln durch
ihren Dimensionsvektor charakterisiert werden, und wir werden sehen, daf jedem
Modul M iiber einer darstellungsendlichen Algebra ein Modul M iiber einer verwandten
Algebra zugeordnet werden kann, der durch seinen Dimensionsvektor charakterisiert
wird, und der viele Eigenschaften von M widerspiegelt.

Soweit zu den Fragestellungen. Als erstes, grundlegendes Hilfsmittel der
neueren Darstellungstheorie mochte ich den sogenannten Auslander-Reiten-Kdcher
vorstellen.

1 Der Auslander-Reiten-Kécher I'(A)

Ein Kécher, dieser Sprachgebrauch hat sich eingebiirgert, ist nichts anderes
als eine Sammlung von Punkten und Pfeilen, wobei jedem Pfeil sein Anfangs- und
sein Endpunkt zugeordnet ist (also ein orientierter Graph, méglicherweise mit
Doppelpfeilen und Schleifen). Unser Interesse gilt der Menge der Isomorphieklas-




90 C. M. Ringel

sen der unzerlegbaren A-Moduln einer vorgegebenen endlich-dimensionalen Alge-
bra A, und wir werden sogleich sehen, wie wir diese Menge als Punktmenge eines
Kéchers auffassen konnen, der vielfach Aufschluf iiber die Struktur sowohl von A
als auch der A-Moduln gibt. Wir brauchen dazu den Begriff einer irreduziblen
Abbildung, wie er von Auslander und Reiten [2] eingefithrt wurde: Eine Abbildung
f:M—>NheiBt irreduzibel, wenn f einerseits weder zerfallender Monomor-
phismus, noch zerfallender Epimorphismus ist, und wenn f andererseits nur triviale
Faktorisierungen besitzt. (Natiirlich kann man f immer auf folgende Weisen fak-
torisieren

M———-——>N M——>N

RV BV

wobei Z ein beliebiger Modul, und g : Z—> N, h : M = Z beliebige Abbildungen sind,
und man sagt, daf® eine Faktorisierung f = f'f" trivial ist, falls f’ ein zerfallender
Monomorphismus oder f” ein zerfallender Epimorphismus ist.) Der Auslander-
Reiten-Kocher I'(A) von A hat als Punkte die Isomorphieklassen [M] der unzerleg-
baren A-Moduln M, und es gibt einen Pfeil [M] — [N] genau dann, wenn es eine
irreduzible Abbildung M — N gibt (Oft notiert man noch iiber den Pfeilen entspre-
chende Vielfachheiten [21], doch werden wir im folgenden darauf verzichten).

Die Existenz geniigend vieler irreduzibler Abbildungen ist nur fiir darstellungsend-
liche Algebren offensichtlich: wenn wir eine vorgegebene nicht-invertierbare Abbil-
dung f zwischen zwei unzerlegbaren Moduln immer weiter faktorisieren, es aber
nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln gibt, so sieht man leicht,
daB} dieser Vorgang stationir wird, daf sich also f als Summe von Produkten von
irreduziblen Abbildungen schreiben 1aft. Im allgemeinen ist dies keineswegs so.
Allerdings gibt es auch dann immer noch viele irreduzible Abbildungen. Zu jedem
unzerlegbaren Modul Z gibt es nimlich eine sogenannte minimale rechts-
fast-zerfallende Abbildung g : Y = Z (das soll folgendes heifien: Erstens,
g ist kein zerfallender Epimorphismus; zweitens, ist g’ : Y' = Z eine Abbildung, die
kein zerfallender Epimorphismus ist, so gibt es g” mit g’ = g"g; und drittens hat Y
fiir alle derartigen Abbildungen g : Y = Z die kleinst-mogliche Linge), und eine
solche Abbildung ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt — ein wichtiger, grund-
legender Satz von Auslander und Reiten. Wie ist nun der Zusammenhang mit irre-
duziblen Abbildungen? Zerlegen wir Y = @ Y; als Summe von unzerlegbaren Moduln,
und schreiben wir g = (g;); mit g; : Y; = Z, so sind diese Abbildungen g; irreduzibel,
und man erhilt auf diese Weise im wesentlichen alle irreduziblen Abbildungen mit
Ziel Z und unzerlegbarer Quelle. Es gilt auch das Duale: Zu jedem unzerlegbaren
Modul X gibt es eine, und bis auf Isomorphie auch nur eine, minimale links-fast-
zerfallende Abbildung f : X = Y, und zerlegen wir Y = @ Y; mit unzerlegbaren
Moduln Y; und f = (f});, so sind die Abbildungen f; : X = Y irreduzibel, und dies
sind im wesentlichen alle irreduziblen Abbildungen mit Quelle X und unzerlegba-
rem Ziel. Wir sehen also, da} der Auslander-Reiten-K6cher lokal-endlich ist (jeder
Punkt ist Ziel oder Quelle von nur endlich vielen Pfeilen), insbesondere sind die
Zusammenhangskomponenten von I'(A) endlich oder abzéihlbar. Endliche Zusam-
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menhangskomponenten treten nur im darstellungsendlichen Fall auf, wie die fol-
gende Verschirfung des Satzes von Rojter zeigt:

Satz (Auslander [1]) Sei A zusammenhdingend (also nicht direktes Produkt
zweier echter Unteralgebren). Sind die Moduln einer Zusammenhangskomponente
von T'(A) von beschrinkter Linge, so ist A darstellungsendlich und T'(A) ist zusam-
menhdngend.

Wir wollen noch etwas genauer nach den minimalen fastzerfallenden Abbil-
dungen fragen. Ist Z unzerlegbar und projektiv (also ein unzerlegbarer direkter
Summand der reguliren Darstellung , A), so hat Z genau einen maximalen Unter-
modul Y, und die Inklusionsabbildung Y = Z ist gerade die minimale rechts-fast-
zerfallende Abbildung mit Ziel Z. Ist Z unzerlegbar, aber nicht projektiv, so ist die
minimale rechts-fast-zerfallende Abbildung g : Y = Z surjektiv, der Kern X von g
ist wieder unzerlegbar, und die Inklusionsabbildung f : X = Y ist minimal links-
fast-zerfallend. Wir erhalten also eine (nicht zerfallende) exakte Sequenz

0—X-1>y-2s7—0,

mit unzerlegbaren Moduln X, Z, einer minimalen links-fast-zerfallenden Abbildung
f, und einer minimalen rechts-fast-zerfallenden Abbildung g, eine sogenannte Aus-
lander-Reiten-Sequenz. Im Auslander-Reiten-Kocher fiihrt dies zu folgender Pfeil-
konfiguration (einer ,,Masche*):
Y]
=
[Y,]
wobei Yy, . . ., Y, eine maximale Menge paarweise nicht-isomorpher unzerlegbarer
direkter Summanden von Y ist. Wie wir oben gesehen haben, ist [X] eindeutig
durch[ Z] bestimmt (und umgekehrt), wir schreiben [X] = 7{Z], und nennen 7 die
Auslander-Reiten-Translation. Sie ist auf der Menge der Isomorphieklassen nicht-
projektiver unzerlegbarer Moduln definiert, und hat als Bild die Menge der Isomor-
phieklassen der nicht-injektiven unzerlegbaren Moduln. Wie wir ebenfalls schon gese-
hen haben, gilt folgendes: die Anfangspunkte der Pfeile mit Endpunkt [Z] sind
gerade die Endpunkte der Pfeile mit Anfangspunkt 7[Z]; der Auslander-Reiten-
Kocher ist ein sogenannter Translationskécher.
Es sollen nun einige Beispiele von Auslander-Reiten-Kdchern betrachtet

werden. Sei A, die Algebra der oberen 5 x S-Dreiecksmatrizen iiber dem Korper k.
Als Auslander-Reiten-Kocher erhalten wir

Die Auslander-Reiten-Translation 7 ist gestrichelt angegeben (jeweils von rechts
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nach links). Die Moduln am linken Rand sind die unzerlegbar projektiven Moduln,
die am rechten Rand die unzerlegbar injektiven (ein einziger Modul ist sowohl pro-
jektiv als auch injektiv). Die Moduln am unteren Rand sind die einfachen Moduln,
und offensichtlich kann man hier fiir jeden Punkt die Kompositionsfaktoren des
zugehorigen Moduls ablesen, indem man die entsprechenden Auslander-Reiten-
Sequenzen verwendet.

Gabriel und Riedtmann haben vorgeschlagen, Translationskécher als 2-di-
mensionale Simplizialkomplexe aufzufassen: Als 0-Simplizes nimmt man die Punkte
des Kochers, als 1-Simplizes nimmt man neben den Pfeilen zusitzlich noch die Ele-
mente des Graphen der Translation 7, und als 2-Simplizes (= Dreiecke) nimmt man
die Tripel (7z, y, z), wobei z ein Punkt ist, fiir den 7 definiert ist, und y = z ein
Pfeil. Wie man sieht, ist die geometrische Realisierung des Simplizialkomplexes
I'(A,) gerade ein grofies Dreieck.

Als zweites Beispiel betrachten wir eine Unteralgebra von A, , nimlich

k k k k k
k
Az = k 0
0 k
k

(also die Algebra aller 5 x 5-Matrizen, die hochstens an den angegebenen Stellen
Koeffizienten # 0 haben). Die A3;-Moduln entsprechen gerade den Darstellungen
des Kochers

O

o&:
0/7

O

e}

sie sind also gegeben durch Vektorrdume U,, U,, U;, Uy, V und lineare Abbildun-
genq; : U; »> V, 1 <i<4. Wir konnen wieder voraussetzen, dafy die Abbildungen
o alles Inklusionsabbildungen sind, das heifst, wir untersuchen Vektorrdume mit
vier Unterrdiumen. Dieses Klassifikationsproblem wurde von Nazarova [16] und von
Gelfand-Ponomarev [11] gelost. Die Algebra Aj; ist nicht mehr darstellungsendlich,
alle Komponenten von I'(A ;) miissen also abzéhlbar sein. Es gibt zwei spezielle
Komponenten: die sogenannte priaprojektive Komponente

enthilt ganz links die funf unzerlegbaren projektiven Moduln, die priinjektive
Komponente
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enthilt ganz rechts die unzerlegbaren injektiven Moduln. Die iibrigen Komponen-
ten sind (fiir algebraisch abgeschlossenes k) durch die Elemente A der projektiven
Geraden P, (k) indiziert, es sind alles Rohren, die im allgemeinen einen einzigen
Modul auf dem Rand liegen haben, nur fiir drei spezielle Werte von A liegen jeweils
zwei Moduln auf dem Rand:

fir A € k\{0, 1}: firA=0, 1, oo

Als letztes Beispiel zeige ich Ihnen noch den Auslander-Reiten-Kdcher

I'(A,) unseres Ausgangsproblems O—a*ODB, g% = g%« = 0. (Dieser Auslander-
Reiten-Kocher wurde von G. D’Este berechnet, noch bevor die Uberlagerungstech-
niken zur Verfiigung standen; fiir die Uberlassung dieses Beispiels bin ich ihr zu
Dank verpflichtet.)

Hier also sind die 28 unzerlegbaren A;-Moduln. Man sieht einen Zylinder, dessen
Oberkante mit der Mittellinie eines Mobiusbandes (mit Auswiichsen) verheftet ist.
Woher kommen die Auswiichse? Ist M ein unzerlegbarer Modul, so erhélt man im
allgemeinen zwei neue Moduln 7™, 7~ M, und so weiter:

™™, ..., M, M, 7'M, ..., 7M.

Das Verfahren bricht links ab, wenn M projektiv ist, und rechts, wenn 7~M
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injektiv ist. Im darstellungsendlichen Fall gibt es nun nur zwei Moglichkeiten fiir
M: entweder, das Verfahren bricht sowohl rechts, als auch links nach endlich vie-
len Schritten ab, dann heift M transjektiv , oder aber M ist isomorph zu
M fir ein i, dann heiBt M periodisch. Offensichtlich verschwinden die Aus-
wiichse, wenn wir nur den periodischen Teil von I'(A 1) betrachten, und wir werden
dies gleich noch genauer untersuchen.

Zuvor sollte aber noch angemerkt werden, daf sich die transjektiven Moduln
einer Algebra (jedenfalls im Prinzip) effektiv berechnen lassen: wir gehen davon aus,
daf} die Algebra A und damit auch die unzerlegbaren projektiven Moduln (als direkte
Summanden von 4 A) und entsprechend die unzerlegbaren injektiven Moduln (als
duale Moduln von direkten Summanden des Rechtsmoduls A A) bekannt sind. Ist
nun M unzerlegbar und nicht projektiv, so berechnet man ™M wie folgt: nimm eine
minimale projektive Auflésung

P, & pp—M—0
von M, dann ist
7™M = Hom(Cok(Hom, (p, 4A)), k),

wie Auslander und Reiten [2] gezeigt haben. Eine entsprechende Formel erhilt
man auch fir 7~ . Die Auslander-Reiten-Translation 7 und ihr Inverses 7~ sind
sicher das wichtigste Hilfsmittel zur Konstruktion neuer unzerlegbarer Moduln,
wenn schon andere unzerlegbare Moduln bekannt sind.

P Periodische Moduln

Wir haben gesehen, daf} die transjektiven Moduln einer Algebra A (jeden-
falls im Prinzip) konstruierbar sind, da die entsprechenden 7-Orbiten projektive
und injektive Moduln enthalten. Fiir die periodischen Moduln gibt es kein so einfa-
ches Konstruktionsverfahren. Andererseits stellt sich heraus, daf} der volle Unter-
kocher I'; (A) des Auslander-Reiten-Kdchers, der aus den periodischen Moduln
besteht, eine besonders einfache Struktur besitzt. Dazu wollen wir geeignete
Modelle von Translationskéchern bereitstellen. Fiir jeden Baum A konstruieren
wir einen Translationskocher ZA wie folgt: Als Punkte von ZA nehmen wir die
Paare (z, a), mit z € Z und a Punkt von A. Um die Pfeile von ZA zu definieren,
wihlen wir zuerst eine feste Orientierung auf A, und nehmen dann fiir jeden Pfeil
a— b in A Pfeile der Form (z, a) > (z, b) und (z, b) > (z + 1, a), firallez € 2.
SchlieBllich setzen wir 7(z, a) = (z — 1, a), fiir alle z € Z und alle a. Es ist leicht zu
sehen, dafl ZA nicht von der auf A gewihlten Orientierung abhingt. Wenn wir zum
Beispiel mit dem Baum

a
c/b

~

AN
~

f

d

€
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beginnen, so erhalten wir als ZA den folgenden Translationskdcher:

A -1,a)-----:-(0,a) ------- (1,
l’

(

--------------- (0, ¢y === 71, 7o, -

95

Satz Sei A eine endlich-dimensionale Algebra. Jede Zusammenhangskom-
ponente von I'y (A) ist von der Form ZA|G, wobei G eine nicht-triviale Automor-

phismengruppe von ZA ist, und A einer der Biume A, D, Eq, E,, Eg, oder A...
Dabei sind Ay, Dy, Eg, E;, Eg die wohlbekannten Dynkin-Diagramme,

und wir zeigen rechts einige ZA:

A, —0—0 v 0—0 ZA,

Dn O——0——0 ce° 0—< ZD7

A, 6—0—0 ¢ 0—0 o0 ZA.,
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Ist A darstellungsendlich, so kann natiirlich der Fall A., nicht auftreten. In
unserem Beispiel A, ist I;(A}) zusammenhingend und von der Form ZD;/G. Beim
Vier-Unterraum-Problem A, entsteht I',(A,) aus I'(A,) durch Weglassen der pra-
projektiven und der priinjektiven Komponente; die Komponenten von Ip(A,)
sind von der Form ZA.. /{7) oder ZA.. [{7?).

Die Konstruktion von ZA, und der Satz im Fall einer darstellungsendlichen
Algebra gehen auf Riedtmann [18] zuriick; der allgemeine Fall wurde zuerst von
Todorov [24] betrachtet, das vollstindige Ergebnis ist einer gemeinsamen Arbeit
mit Happel und Preiser [13] entnommen. Der Beweis des Satzes kann rein kom-
binatorisch gefithrt werden. Betrachtet werden sogenannte additive oder subadditive
Funktionen auf Biumen, und man erhilt auf diese Weise eine Charakterisierung
sowohl der Dynkin-Diagramme als auch der erweiterten Dynkin-Diagramme.

3 Universelle Uberlagerung

Wir haben implizit schon Uberlagerungen verwendet: es ist klar, dat ZA
gerade die universelle Uberlagerung von ZA/G ist. Ich erinnere daran, daf} wir jeden
Translationskodcher als Flichenkomplex auffassen kdnnen. Zu jedem zusammen-
hingenden Flichenkomplex C gibt es einen einfach-zusammenhingenden Flichen-
komplex C, die universelle Uberlagerung von C, auf dem die Fundamentalgruppe G
von C operiert, sodafy C = C/G gilt. Falls nun C zu einem Translationskocher gehort,
so ist klar, da man auch C wieder als Translationskdcher auffassen kann, so da®
die Uberlagerungsabbildung € = C eine Abbildung von Translationskochern wird
[18], [S]. Ist also A eine endlich-dimensionale Algebra, so kénnen wir die univer-
selle Uberlagerung I'(A) des Auslander—Reiten—Kbchers I'(A) konstruieren. Im Fall
der Algebra A, erhalten wir fiir ['(A;)

"

B>

00

Links ist ein Fundamentalbereich angedeutet. Es gilt nun:

Satz (Bongartz-Gabriel) Ist A eine garstellungsendliche Algebra iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper, so ist T'(A) der Auslander-Reiten-Kocher einer
lokal-beschrinkten Algebra A.

Dabei verstehen wir unter einer lokal-beschrinkten Algebra B eine Algebra
mit einer Menge {e;|i € I} von Idempotenten, so daB B= @E : e;Be; gilt, und
1,)
daB alle Ideale Be;B (i € I) endlich-dimensional sind. Offensichtlich besitzt B nur
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dann ein Einselement, wenn B selbst endlich-dimensional ist. Fiir einen B-Modul

M setzen wir voraus, daB M = .(-EBI e;M gilt (und natiirlich, dat M endlich-dimensional
1

ist). Es ist nicht schwer zu sehen, daf auch fiir lokal-beschrinkte Algebren die Aus-

lander-Reiten-Verschiebung 7 definiert ist, so dafd man auch hier den Auslander-

Reiten-Kocher betrachten kann.

Wir setzen jetzt voraus, dafd A eine darstellungsendliche Algebra iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper k ist. Wie erhidlt man nun A aus T'(A)? Fir
jeden Translationskécher I' kann man nach Riedtmann die sogenannte Maschen-
kategorie k(I") definieren: Objekte der Kategorie seien die Punkte von I'. Wir bilden
zuerst die Wegekategorie zu I, hier ist die Menge der Morphismen vom Punkt a zum
Punkt b durch den k-Vektorraum mit Basis die Menge aller Wege von a nach b gege-
ben. Fiir jede Masche

B _V1 o

Tz/ ; \z
I

betrachten wir die Maschenrelation ), B;o; = 0. Die Maschenkategorie k(") ent-

i=1
steht nun aus der Wegekategorie, in dem wir alle Maschenrelationen herausfaktori-
sieren. Fiir eine darstellungsendliche Algebra A hat die Maschenkategorie k(I'(A))
offensichtlich sehr viel Ahnlichkeit zur Kategorie ind(A) der unzerlegbaren A-Moduln;
allerdings sind Beispiele (in Charakteristik 2) bekannt, wo die Kategorien k(I'(A)) und
ind(A) nicht dquivalent sind [19]. Es ist leicht zu sehen, dafd k(I'(A)) und ind(A)
zumindest dann dquivalent sind, wenn es keine orientierten Kreise in I'(A) gibt.
Um 13 zu konstruieren, nimmt man nun Idempotente e, fiir alle projektiven Punkte a
von I"' (A) (dabei heifdt ein Punkt eines Translationsk6chers projektiv, falls fiir ihn 7
nicht definiert ist), und setzt fiir e, Ae, den Raum aller Homomorphismen von a
nach b in k(I‘(A)) Dies definiert, mit der offens1chthchen Multiplikation, eine
Algebra A= ®e, Aeb, und man muf} nun zeigen, dafy A lokal-endlich-dimensional
ist, und da wirklich l"(A) = F(A) gilt.

Ein direktes Verfahren, um A aus A zu gewinnen, ist kiirzlich von Bretscher
und Gabriel [7] vorgestellt worden. Falls A die Wegealgebra eines Kochers Z modulo
eines von Monomen erzeugten Ideals ist, so erhilt man A ganz einfach dadurch, daf
man die universelle Uberlagerung Zvonz bildet, und mit den entsprechenden Rela-
tionen versieht [9]. Dies konnen wir im Fall unserer Algebra A, anwenden: sie ist

die Wegealgebra des Kochers OLOD B modulo des von den Monomen $* und
B*a erzeugten Ideals, also ist A die Wegealgebra der universellen Uberlagerung

B B B B B
mit den Relationen 8% = %2« = 0.
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Was passiert mit einem unzerlegbaren A-Modul M beim Ubergang zur uni-
versellen Uberlagerung? Wohlgemerkt, wir haben ja nur den Translationskdcher
I'(A) iiberlagert, dem Modul M entspncht in I'(A) ein einziger Punkt, ndmlich [M],
und unter der Uberlagerungsabbildung =: A - I'(A) ist [M] das Bild einer Reihe
von Punkten, ndmlich gerade der Punkte in einer Bahn der Uberlagerungsgruppe,
also der Fundamentalgruppe von I'(A). Jedes solche Urbild kann, nach dem Satz
von Bongartz und Gabriel, wieder als Isomorphieklasse eines unzerlegbaren Moduls,
namlich eines A-Moduls _aufgefafst werden, und wir wihlen nun einen derartigen
unzerlegbaren A-Modul M also mit 1r([M]) [M]. Wir wollen nun die beiden
Moduln M und M miteinander vergleichen. Es erscheint vorteilhaft, feste Repri-
sentanten der Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln zu wihlen, und als Punkte
der Auslander-Reiten-Kocher diese Moduln selbst zu nehmen; wenn wir im weiteren
von unzerlegbaren Moduln sprechen, meinen wir diese Reprisentanten. Ist nun
neben M ein weiterer unzerlegbarer A-Modul N gegeben, so gibt es funktorielle
Isomorphismen

® Homj (X, M) > Hom, (N, M), und
X

@® Homjz (M X) - Hom, (M, N),

X

wobei links die Summe jeweils iiber alle Urbilder X von N unter 7 zu bilden ist.
Wir wollen den ersten Isomorphismus im Fall, dal® N projektiv ist, niher betrach-
ten. Wir konnen, entsprechend den klassischen Morita-Satzen, voraussetzen, dafl

sowohl oA, als auch x A direkte Summen von paarweise nicht-isomorphen unzer-
n

legbaren Moduln sind. Sei etwa ,A = @ P;, mit P; unzerlegbar (und projektiv).
i=1

Dann sind die Urbilder der verschiedenen P; unter m gerade die projektiven Punkte
von [‘(A) l"(A), also die unzerlegbaren projektiven A-Moduln. Wir kénnen M mit

Homy (WA, M) = @ Hom 4 (P;, M) identifizieren, also erhalten wir Vektorraum-
i=1
Isomorphismen

n n ~ ~
M~ ® Hom,(P;, M)~ @ @® Homjz(X,M)~M

i=1 i=1mX)=P;

Die Riume Hom , (P;, M) sind die sogenannten isotypischen Komponenten des
Moduls M, ihre Dimension ist nichts anderes als (dim M);, wenn wir mit S; den
einfachen Restklassenmodul von P; bezeichnen. Wir sehen also, da M als Vektor-
raum mit M identifiziert werden kann, und daf® dabei jede isotypische Komponente
von M der direkten Summe gewisser isotypischer Komponenten von M entspricht.
Betrachten wir als Beispiel die drei in der Einleitung angegebenen unzerleg-

baren A ,-Moduln mit Dimensionsvektor (2, 6). Urbilder dieser drei Moduln unter
der Uberlagerungsabbildung 7 sind, in der angegebenen Reihenfolge, die Al-Moduln
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0 k k 0 0

§
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0 k? 01 k2 0 k «— 0«—

0 k k 0 0 0

L

9 M [1 0] 2 [0 le2 [0] . 0

0 0 k k 0
I l

10} [1}

0 k [l 0] k2 01 k2 0 k 0«—

Wir sehen, daf} die drei A -Moduln schon durch ihre Dimensionsvektoren unter-
schieden sind. Wie erhélt man aus einem unzerlegbaren A -Modul M den A - Modul
1r(M)" Der Modul M ist gegeben durch Vektorrdume und lineare Abbildungen

U, U,
(¢ 7 o [¢9)
vty By By,

wobei natiirlich nur endlich viele dieser Vektorrdume # O sind. Bilde U =@ U;,
V=@V;,a=@q;: U~ V,und 8 : V-V sei die durch die verschiedenen B; defi-

nierte Abbildung. Wir erhalten auf diese Weise U —= V:)B und dies ist natiir-
lich ein A ;-Modul.

Wir wollen abschlieflend eine ziemlich offensichtliche, aber dufierst wichtige
Eigenschaft der universellen Uberlagerung F(A) herausstellen: F(A) besitzt keine
orientierten Kreise, ist also genchtet Die Untersuchung einer darstellungsendlichen
Algebra A hat uns zu einer Algebra A gefiihrt, deren Auslander-Reiten-Kdcher gerich-
tet ist. Nun ist zwar A selbst nicht endlich-dimensional, aber beim Studlum emzelner
A-Moduln M konnen wir statt A die sogenannte Trigeralgebra A(M) = A/(e le? =
eM =0) von M betrachten, die endlich- dlmensmnal und darstellungsendlich ist, und
deren Auslander-Reiten-Kdcher wie der von A gerichtet ist. Die Trigeralgebra der
beiden ersten soeben betrachteten A -Moduln ist die Wegealgebra des Kochers
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Do) J

(ohne Relationen), die des dritten ist gegeben durch den Kocher

(o]

e} o}

: > o mitg,8,a=0.
B B2
4 Algebren mit gerichtetem Auslander-Reiten-Kécher

Wir betrachten eine endlich-dimensionale darstellungsendliche Algebra A
iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k, und setzen nun zusitzlich voraus,
daf der Auslander-Reiten-K6cher I'(A) gerichtet ist, also keine orientierten Kreise
besitzt. Als erstes sehen wir, daft in diesem Fall jeder unzerlegbare A-Modul durch
seinen Dimensionsvektor dim M, also die Vielfachheiten der einzelnen Komposi-
tionsfaktoren eindeutig charakterisiert ist:

Satz Sind M, M’ unzerlegbare A-Moduln mit dim M = dim M/, so sind M
und M' isomorph.

Dies wurde gemeinsam mit Happel [14] mit Hilfe der sogenannten Kipp-
theorie bewiesen; ein analoges Ergebnis steht bei Bautista-Larrion [3]. Mittlerweile
gibt es einen direkten Beweis von Happel [12].

Wir wollen nun die Menge der Dimensionsvektoren der unzerlegbaren
A-Moduln kombinatorisch beschreiben, und daraus Folgerungen iiber die Struktur
der unzerlegbaren Moduln ziehen. Wir gehen davon aus, dafs unsere Algebra A
genau n einfache Moduln S, . . ., S, besitzt, die Dimensionsvektoren sind also
n-Tupel ganzer Zahlen. Die Menge Z" aller ganzzahligen n-Tupel kdnnen wir als die
Grothendieck-Gruppe Go(A) auffassen, die folgendermafien definiert ist: wir bil-
den die freie abelsche Gruppe F mit Basis die Menge aller A-Moduln, und betrachten
die von den Elementen M' — M + M”, mit 0 > M’ > M - M" = 0 eine exakte Folge
von A-Moduln, erzeugte Untergruppe R. Es ist G4 (A) = F/R, und nach dem Satz
von Jordan-Holder bilden die Restklassen S; + R der einfachen Moduln eine Basis
von G4 (A). Unter Verwendung dieser Basis wollen wir G, (A) mit Z" identifizieren;
die Restklasse des Moduls M in G4 (A) ist dann gerade dim M. Die nicht-trivialen
n-Tupel nicht-negativer ganzer Zahlen nennen wir positiv, es sind dies die Dimen-
sionsvektoren der Moduln # 0. Da wir voraussetzen, dal A einen gerichteten Aus-
lander-Reiten-Ké&cher besitzt, hat A endliche globale Dimension gl. dim A, und wir
konnen auf G, (A) eine Bilinearform vermoge

(dim M, dim N)= X (—1) dim Ext‘(M, N)
i=20

definieren (dabei steht Ext® fiir Hom, und die langen exakten Hom-Sequenzen zei-
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gen, daf’ dieses Produkt wohldefiniert und bilinear ist). Wir bezeichnen mit q, die
zugehorige quadratischen Form, also q 4 (x) = (x, x). Fiir die im letzten Abschnitt
betrachteten Trigeralgebren notieren wir deren quadratische Form: zur Wegealgebra
des Kochers (ohne Relationen)

2

!

1 5

W

(@)}

gehort die quadratische Form

6
Y OXP— X X5 - XoXa — X3Xs — Xa X5 — X5 X,
i=1

zum Ko6cher

1 2

|

4 5 6 mitp;B,a=0

B B,

gehort die quadratische Form

6
Y OXP-X Xs —XoXs — X3Xs — XaXs — XsXg + X2 X5.

i=1

Da wir voraussetzen, daf I'(A) gerichtet ist, ist offensichtlich fiir jeden
unzerlegbaren Modul M einerseits End(M) = k, andererseits Ext{(M, M) =0 firi=> 1,
also ist dim M eine positive Wurzel von q, (dabei nennen wir jede Losung von
qa(x) = 1 eine Wurzel von q, ). Im allgemeinen ist nicht jede positive Wurzel auch
Dimensionsvektor eines unzerlegbaren Moduls. Setzen wir jedoch einschrinkend
voraus, daf’ die globale Dimension von A klein ist, so haben wir:

Satz Falls gl. dim. A <2, 50 ist qa schwach positiv, und die Dimensions-
vektoren der unzerlegbaren Moduln sind genau die positiven Wurzeln von q,.

Dabei heifdt eine quadratische Form q schwach positiv, falls fiir alle posi-
tiven x gilt q(x) > 0. Der Beweis dieses Satzes aus [14] soll hier kurz angedeutet
werden. Sei ein positives x € Z" gegeben. Wihle einen Modul X mit dim X = x und
kleinst-méoglicher Dimension von End(X). Sei X = ®X;, mit X; unzerlegbar. Nach
[20] gilt wegen der Minimalitit von dim End(X), daf Ext!(X;, X;) =0 furi+j.

Da wir auch wissen, da Ext'(X;, X;) = O fiir alle i gilt, haben wir Ext!(X, X) = 0.
Also ist

qa(x) = dim End(X) + dim Ext?(X, X) > 0,

und aus g, (x) = 1 folgt, daB End(X) = k (und Ext?(X, X) = 0) gilt, also 1st X
unzerlegbar.

Die Voraussetzung des Satzes ist nicht so einschneidend, wie sie erscheinen
mag. Es gilt nimlich:
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Lemma Falls A einen unzerlegbaren Modul M besitzt, der jeden einfachen
Modul als Kompositionsfaktor enthilt (einen sogenannten aufrichtigen Modul),
so ist gl. dim. A < 2.

Beweis. Angenommen, Ext3(X, Y) # O fiir gewisse unzerlegbare Moduln
X, Y. Wihle exakte Sequenzen 0 > X'>P->X->0und 0> Y~>1->Y >0 mitP
projektiv, I injektiv. Dann ist Ext!(X’, Y') = Ext3(X, Y) # 0, also gibt es eine nicht-
zerfallende exakte Sequenz 0 = Y' = Z - X' — 0. Es ist nun leicht, einen orientier-
ten Kreis in I'(A) zu konstruieren, indem man Abbildungen

M->I->Y>Z->X->P->M

betrachtet, und zu geeigneten direkten Summanden der angegebenen Moduln uiber-
geht, im Widerspruch zur Voraussetzung, da® I'(A) gerichtet ist.

Wir sehen also, dafd man beim Studium einzelner unzerlegbarer A-Moduin
M immer voraussetzen kann, daf gl. dim. A < 2 gilt, indem man A durch die Triger-
algebra A(M) ersetzt.

Wir konnen nun den folgenden, ziemlich iiberraschenden Satz von Ovsienko
[17] iiber ganze quadratische Formen anwenden (dabei heif3t eine quadratische
Form q auf Z" ganz, falls sie ganzzahlige Werte annimmt, und zusétzlich die kano-
nischen Basisvektoren von Z™ Wurzeln sind; unsere quadratische Form q, ist natiir-
lich ganz, denn die kanonischen Basisvektoren von Z" sind gerade die Dimensions-
vektoren der einfachen Moduln):

Satz (Ovsienko) Ist x = (X4, . . ., X,) positive Wurzel einer schwach positi-
ven ganzen quadratischen Form, so gilt x; <6 fiir alle i.

Daf} der Wert 6 wirklich angenommen wird, siecht man an der ldngsten
Wurzel der quadratischen Form zum Dynkin-Diagramm Eg.

Folgerung Ist M ein unzerlegbarer A-Modul, so ist die Vielfachheit jedes
einfachen A-Moduls als Kompositionsfaktor von M durch 6 nach oben beschrinkt.

Ohne Verwendung des Satzes von Ovsienko wurde dies von Bongartz in
[4] bewiesen. Es folgt ziemlich unmittelbar, daf es zu vorgegebenem n nur endlich
viele Morita-Aquivalenzklassen endlich-dimensionaler darstellungsendlicher Algebren
mit gerichtetem Auslander-Reiten-Kécher und n einfachen Moduln geben kann [5],
denn einerseits ist eine solche Algebra durch ihren Auslander-Reiten-Kocher bis auf
Morita-Aquivalenz eindeutig bestimmt, andererseits gibt es nur endlich viele Trans-
lationsk&cher mit hochstens 7" Punkten.

Abschlieffend bemerken wir, daf} sich der Auslander-Reiten-Kocher I'(A)
sehr einfach berechnen 14t, man kann ihn von links nach rechts miihelos ,,stricken®‘.
Dabei bildet man induktiv fiir jede Masche den entsprechenden Cokern, und fligt,
falls ein gerade neu konstruierten Modul direkter Summand des Radikals eines
unzerlegbaren projektiven Moduls P ist, diesen Modul P ein. Begonnen wird mit
den einfachen projektiven Moduln, dies sind gerade die Quellen von I'(A). Da die
unzerlegbaren Moduln schon durch ihren Dimensionsvektor eindeutig charakteri-
siert sind, geniigt es, statt mit Moduln mit Dimensionsvektoren zu arbeiten; die
Cokernbildung wird also ersetzt durch eine leichte Subtraktionsaufgabe. Zum
Beispiel erhalten wir fur
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o @]

o . C O  mitBB,a=0
B1 B2

den folgenden Auslander-Reiten-Kocher:

IIlO 0121 Olll

% /m\ /m\ /w\ /”\ /m\ o

0l10 I221 0II1 00]0

und man sieht, da® dies ein voller Unterkdcher von ZEg ist.

5 Ausblick

Ich fasse zusammen: ausgehend von einer endlich-dimensionalen darstel-
lungsendlichen Algebra A iiber einem algebraisch abgeschlossenen Kérper k kon-
struiert man eine lokal-beschrinkte Algebra A, auf der eine Gruppe G operiert,
so daf® man den Auslander-Reiten-Kocher I'(A) als I'(A)/G erhilt. Da man
den Auslander-Reiten-K6cher I'(A) von A vollig miithelos berechnen kann, erhilt
man auf diese Weise ein effektives Hilfsmittel zur Bestimmung auch von I'(A)
selbst. Jedem unzerlegbaren A-Modul M entspricht auf diese Weise eine G-Bahn
unzerlegbarer . A-Moduln M und man kann an M viele Eigenschaften des Moduls M
ablesen. Um M zu studieren, wird man iiblicherweise zur Trageralgebra A(M) iiber-
gehen, und es zeigt sich, da} die moglichen Trageralgebren A(M) vollstiandig klassi-
fiziert werden koénnen [4].

In diesem Bericht habe ich versucht, einen kleinen Einblick in die Methoden
und Ergebnisse der neueren Darstellungstheorie zu geben. Ich habe mich dabei im
wesentlichen auf darstellungsendliche Algebren iiber algebraisch abgeschlossenen
Grundkorpern beschrinkt, doch auch hier mufite ich vieles ausklammern, was von
Interesse gewesen wire, wie weitergehende Strukturaussagen fiir die Auslander-
Reiten-Kocher, das Zuriickfihren der Moduln iiber Algebren mit gerichtetem Aus-
lander-Reiten-Kocher auf Moduln iiber erblichen Algebren, und die Frage nach mul-
tiplikativen Basen fiir Algebren und Moduln. Auch ist fiir spezielle Klassen von dar-
stellungsendlichen Algebren, zum Beispiel fiir die selbstinjektiven, mittlerweile
eine vollstindige Klassifikation sowohl der Algebren, als auch ihrer Moduln
bekannt. Nicht erwihnt habe ich die Probleme, die auftreten, wenn der Grundkér-
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per nicht algebraisch abgeschlossen ist, oder wenn man allgemeiner Moduln iiber
artinschen Ringen betrachtet: hier spielen Schiefkorpererweiterungen vom Index 2
und 3 eine wichtige Rolle. Entfernt man sich vom darstellungsendlichen Fall, so
treten vollig andersartige Phinomene auf, die gegenwirtig intensiv studiert werden.
Doch auch hier ist die Struktur des Auslander-Reiten-K6chers von grofitem Interesse,
auch hier reduzieren sich viele Fragestellungen letztendlich auf kombinatorische
Probleme.
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Jacobs, K., Measure and Integral (with an appendix by Kurzweil, J.) (Probability and
Mathematical Statistics, A Series of Monographs and Textbooks) New York — San Francisco —
London: Academic Press 1978, xv + 575 pp, cloth, $ 55.00

A standard upper level introductory course in measure and intergration theory as
offered today in numerous universities around the world contains, generally, as its core, the
following chapters: (1) Construction of measures and integrals and their convergence properties
(e.g. Lebesgue’s dominated convergence theorem); (2) the so-called Radon-Nikodym type theo-
rems; (3) measures in product spaces and Fubini-Tonelli type theorems. The core is usually
completed by discussions of (4) LP-spaces, (5) properties of Lebesgue measure in R™ and often
(6) Haar measure on general locally compact groups. This is, in most cases, more than sufficient
material to take up the time allotted for the course. Beyond this, there is a vast and varied list
of themes that can be (and that are) studied in advanced seminars and specialized courses. Some
of these, in arbitrary order, are: lifting theory, differentiation theory, vector valued measures,
measurable selection and section theory, capacitability, Choquet theory, Lusin and Souslin
spaces, finitely additive measures, cylinder measures, projective limits, weak convergence theory,
ergodic theory, stochastic integrals, surface area theory, Hausdorff measures, Denjoy-Perron
integrals etc. Certain other topics in probability theory, potential theory, harmonic analysis
and functional analysis can also be considered as specialized chapters of measure and integra-
tion theory. Thus, the prospective writer for a new book in this area has ,,un embarras de choix*
both as regards material and the manner of presentation. Strangely enough, however, most (but
fortunately, not all) of the recent books in measure and integration theory restrict themselves
to the much trodden route described by (1)—(6) above. One merit of the present volume by
Prof. Jacobs is to have gone much beyond and to have tried to incorporate some of the relatively
recent material in his text.

A brief description of the contents of the book can be given as follows. Three chapters
each are devoted to (1) and (2) and one to each one of the topics (3), (4), and (6). Two chapters
deal with special properties of measures in topological spaces (regularity, weak convergence)
and one chapter is devoted to each one of the following: ergodic theorem, capacitability and
analytic sets, entropy, Choquet and Krein-Milman theorems, lifting. These sixteen chapters are
preceded by chapter 0 on basic notions and notations and two appendices, one written by Prof.
Kurzweil on “The Perron-Ward integral and related concepts” and the other by the author him-
self on “Contents with given marginals”. The first appendix gives a concise introduction to a
subject which has not been very popular these days; it, however, does not mention Denjoy who
was, one of the pioneers in this area. The second appendix is quite novel and describes a recent
method for treating the problem mentioned in its title. The special theory in R™ is somewhat
slighted throughout; it is used only in exercises as illustration and its deeper results are left
entirely untouched.

As is well-known, measure theory can be treated from the point of view of set func-
tions (a barbarous and absurd expression, unfortunately, so widely used in English that it would
be hopeless on our part to try to banish it) or from that of linear functionals. The two are now
equally well accepted in general as being two complementary and useful aspects of the same
theory and Prof. Jacobs treats each in considerable detail. The presentation of this as well as
the other material is geared to be helpful to those who want to start doing research in probability
theory and ergodic theory. For example, conditional expectations, martingale convergence theory
and the construction of Markov processes are presented in fair detail; weak convergence theory is
made to yield a theorem of Skorohod establishing a relation between almost everywhere con-
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vergence and convergence in law and lifting theory isled to give a theorem on separable modi-
fications of stochastic processes. A novel feature is the treatment of entropy theory by a method
due to Hanen and Neveu and which has the advantage of being more general than the usual
theory via finite or denumerable partitions.

The above tries to give the general flavour of the contents. As regards readability, we
have the impression that the neophyte for whom the book is intended will find it very heavy
going. Measure theory is notorious for its innumerable special definitions and technicalities and
although the author promises in the preface to arrange things so that the reader knows “quickly”
“where he is” the terse style of writing and elaborate cross references (of the type proposition
1.4.7.5, exercise 111.6.5.6, remark 12.12.3.3) will demand extremely attentive and certainly
laborious reading on the part of the readers. In our opinion, the notation is often heavy (e.g.
loc mble® (2, Z%, R)) and sometimes inappropriate (e.g. the wg and w, sections of a set
F C Qg x 2, are denoted by F, , Fy,,, wo € o, w1 €y, p. 220 (2)). The terminology is
also sometimes unusual e.g. o-content prespace for a positive, countably additive measure on a
ring of sets. Further, the author innovates the convention of using systematically the word mea-
sure for the linear functional situation and content for the set function one. With all regards
that one may have for the Daniell-Bourbaki-Stone approach, this usurpation of the word
“measure” seems unwarranted and certainly contrary to much current usage including that of
the author himself in his well-known book ,,Neuere Methoden und Ergebnisse der Ergoden-
theorie* (Springer-Verlag, 1960).

In a book of this size and technicality, printing mistakes are not unexpected, howso-
ever disconcerting they may be to the inexperienced reader. It is not our intention to make a
list of them here but we must point out a few flaws which go beyond the printer’s devil. On
p- 73, line 3, the equality M(E) = m(E) is an error (m being the outer measure induced by a
finitely additive measure m on a ring and E being in the latter ring) which is corrected in theo-
rem 2.2 p. 271 (which yields as corollary, theorem 2.6 p. 273 — a decomposition of the Bauer-
Hewitt-Yoshida type). Corollary 1.12 p. 411 does not follow from theorem 1.11 p. 410 since
the class of closed sets of an arbitrary topological space does not form a g-compact class in
general. The Vitali-Hahn-Saks theorem on p. 277 is proven for positive measures only whereas
the full theorem is valid for complex valued (indeed Banach space valued) set functions and the
proof required is quite different. We do not claim to have read the whole book with this much
vigilant care but we point out these flaws to signal warnings to the potential readers as well as
to the author for his future editions.

We must now come to our last important criticism of the book viz. its lack of historical
remarks and organized guidance to the further literature. The selected bibliography itself at the ~
end of the book is extensive and contains references to important papers, both recent and old.
However, very little of it is actually cited in the text itself. Thus the above-mentioned Bauer-
Hewitt-Yoshida theorem is given simply as theorem 2.6 on p. 273 with no references whatso-
ever to any of the three authors although the relevant articles appear in the bibliography.
References to von Neumann on p. 433 for theorem 5.2 seem inappropriate; the relevant article
is one that is not cited. No mention is made of Denjoy in the bibliography although Perron is
there as also Henstock who however is nowhere referred to in the text. Brevity forbids me from
multiplying such examples which however must be extremely misleading to the beginning
research student who intends to learn his measure theory from here.

It is not an easy task to write a readable text on measure theory which at the same
time covers new ground. Prof. Jacobs has made a heroic attempt to do so; the neophyte for whom
the work is intended should profit from its careful perusal under the supervision of an experi-
enced tutor.

Lausanne S. D. Chatterji
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Krickeberg, K., Ziezold, H., Stochastische Methoden (Hochschultext), Berlin — Heidel-
berg — New York: Springer-Verlag 1979 (2te korrigierte Auflage), x + 201 S., DM 32,—

Dies Buch hat verdientermaflen rasch die 2. Auflage erreicht. Neben gediegener, anre-
gender Stoffdarstellung bietet es einen Themenkanon, der zwischen theoretischer Griindlichkeit
und Praxisnihe hervorragend ausgewogen ist. — Man kann , diskrete Stochastik* exakt als den-
jenigen Zweig der mathematischen Statistik definieren, der mit hochstens abzihlbaren Wahr-
scheinlichkeitsriumen auskommt. Das vorliegende Buch bietet nicht reingeziichtete diskrete
Stochastik, doch kann man die ersten 6 Kapitel (I. Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume II. Drei
Grundverfahren der mathematischen Statistik III. Bedingte Wahrscheinlichkeit, Unabhingigkeit
IV. Momente V. Statistische Inferenz iiber unbekannte Wahrscheinlichkeiten. VI. Grenzwert-
siitze) als einen auf etwas iiber 100 Seiten konzentrierten Grundkurs in diskreter Stochastik
ansehen. Schon der dem I. Kapitel voraufgehende Einfilhrungsparagraph schligt gleichzeitig
mit dem wahrscheinlichkeitstheoretischen das statistische Thema an, eine Kompositionsweise,
von der das gesamte Buch profitiert. Monieren liefe sich: die Markoff-Modelle fehlen, von
Informationstheorie wird zu wenig, iiber Momente fast zuviel gebracht. — Mit Kap. VIL. Allge-
meine Wahrscheinlichkeitstheorie. VIII. Statistik normalverteilter zufilliger Variabler. IX. Regres-
sions- und Varianzanalyse stellt das Buch den Anschluf an die weiterfithrende, auf maftheoreti-
scher Grundlage arbeitende Literatur so her, da der Leser mit einem praxisbezogenen Einstieg
an sie herangehen kann. — Die Themen ,Fluktuationstheorie*, ,,Stochastische Felder*, ,nicht-
parametrische Statistik* werden, obwohl in der diskreten Stochastik weitgehend darstellbar,
soweit ich sehe, gar nicht, das Thema ,,Shannon’sche Informationstheorie* nur andeutungsweise
beriihrt. So bleibt Raum fiir andere Behandlungen der Aufgabe, die sich die Verfasser gestellt
haben. Jede solche andere Behandlung kann aber nur profitieren, wenn sie sich die Darstellungs-
weise des vorliegenden Buches, insbesondere das Geschick, mit dem die Ubungsaufgaben gewihit
wurden, zum Vorbild nimmt. Ein rundum empfehlenswertes Kurz-Lehrbuch.

Erlangen K. Jacobs

Eberl, W., Moeschlin, O., Mathematische Statistik (de Gruyter Lehrbuch) Berlin —
New York: de Gruyter 1982, viii + 294 S., gebunden, DM 58,—

Die Autoren behandeln grundlegende Fragestellungen aus der Mathematischen Statistik,
das Schitzen (von Parametern) und das Testen (von Hypothesen iiber Parameter) betreffend,
unter ausgiebiger Verwendung der Maftheorie. Dabei werden die mafitheoretischen Hilfsmittel
vorausgesetzt, wobei die benétigten Aussagen iiber bedingte Erwartungswerte und bedingte
Verteilungen in einem Anhang zusammengestellt sind. Bemerkenswert ist, dafl neben den
klassischen (parametrischen) Schitz- und Testmethoden auch die Bayessche Theorie des Schitzens
und Testens ausfithrlich behandelt wird. In diesem Zusammenhang wird auch auf Fragen der
Zulissigkeit und Minimax-Verfahren eingegangen. Die Briicke zwischen Test- und Schitzmetho-
den schlagen die Autoren im Kapitel iiber Bereichsschitzungen, wobei hier auch das Konzept der
minimalen mittleren Langen unter Verwendung von Korrespondenzen behandelt wird. Die dazu
benotigten mathematischen Hilfsmittel sind in einem Anhang iiber Korrespondenzen (mit mef-
barem Graphen) zusammengestellt. Den Spezialisten wird sicherlich interessieren, dafl dariiber
hinaus auch die folgenden Resultate, die neuere oder zu Unrecht in der Lehrbuchliteratur bisher
noch unberiicksichtigte Ergebnisse darstellen, behandelt werden:

Existenz optimaler Tests im nicht dominierten Fall, das Kriterium von Neyman fiir Suf-
fizienz im nicht dominierten Fall fir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilungen sowie die Charakteri-
sierung der Normalverteilung (Gaufiverteilung) im nicht dominierten Fall durch Suffizienz des
Stichprobenmittels fiir Translationsklassen. Ferner wird die Ungleichung von Chapman und
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Robbins in Verallgemeinerung der Ungleichung von Fréchet, Cramér und Rao behandelt und
eine exakte Untersuchung der Frage nach der Giiltigkeit des Gleichheitszeichens der letztgenann-
ten Ungleichung dargestellt. Interessant sind auch die Ergebnisse zur Fraktilbestimmung bei
gleichmigig besten unverfilschten Tests in einparametrischen Exponentialfamilien fir zwei-
seitige Testprobleme. GleichméBig beste unverfalschte Tests in mehrparametrischen Exponen-
tialfamilien werden einem vorgegebenen begrenzten Umfang Rechnung tragend nicht behandelt.
Ihre Untersuchung mit Hilfe ,,bedingter Tests* findet man in der zitierten Lehrbuchliteratur.

Das Buch ist allen mathematisch orientierten Lesern zu empfehlen, die an einer mathe-
matischen Fundierung der Statistik interessiert sind.

Miinster D. Plachky

Dinges, H., Rost, H., Prinzipien der Stochastik (Teubner Studienbiicher) Stuttgart:
Teubner Verlag 1982, 294 S., Kart., DM 34,—

Eine hervorragende Studentin sagte mir kiirzlich: ,,Seit ich mich bei meiner Examens-
vorbereitung mit dem Nebenfach X beschiftige, weif} ich erst, was ich an der Mathematik habe*‘.
Einen dhnlichen Stofiseufzer wird vermutlich mancher mafitheoretisch trainierte Stochastiker gen
Himmel senden, wenn er dies Buch liest: es wimmelt von mathematisch unsauberen Definitionen,
Sdtzen und sonstigen Aussagen (wie ,,Faustregeln®, ,,Sprechweisen* u. dgl.), die allerdings 16bli-
cherweise praktisch stets als solche gekennzeichnet sind. Eine fatale Ausnahme: auf S. 41 kommt
in einer Definition der fiir das ganze Buch fundamentale Begriff ,,Zufallsgréfe‘ vor, der erstmals
auf S. 11 in einem Nebensatz unter Bezugnahme auf die Vorstellung ,,Zufallsmechanismus*
erwihnt wurde.

Wie man dem Vorwort, sowie zahlreichen, den Text begleitenden Anmerkungen ent-
nehmen kann, haben sich die Autoren diesen Misch-Stil mit voller Absicht zueigen gemacht. Es
kommt ihnen darauf an, daB der Leser ,,stochastisch denken* lemt und ,,Vorstellungen von der
Reichweite stochastischer Argumente entwickelt‘. Die Verfasser betrachten ,,den Bezug auf
einen bestimmten Bereich von Objekten als wesentlich“ und suchen immer wieder ,,die Wege
von der Modellbildung zur statistischen Priifung von Hypothesen zu gehen*‘; ,,vormathematische
Ideen und aufermathematische Problemstellungen werden deshalb in unserem Buch in viel
weiterem Umfange ernstgenommen, als es in Mathematikbiichern sonst iiblich ist“. Besondere
Beachtung verdient ein Zitat aus einer didaktischen Arbeit von D. W. Miiller. Auf S. 262 heif3t
es:

Damit (scil. mit distanzierter Rationalitdt) ist ein Verhalten gegeniiber Sachgegeben-
heiten gemeint, das sich nicht von deren etwaigen oder vermeintlichen Eigengesetzlich-
keiten leiten ldf3t, sondern ihnen mit Entwiirfen des Verstandes in Form von Modellen,
Hypothesen, Arbeitshypothesen, Definitionen, Folgerungen, Alternativen, Analogien,
also sozusagen aus der Distanz in der Weise partiellen, vorldufigen, approximativen
Begreifens gegeniibertritt. (Miiller, D. W.: Thesen zur Didaktik der Mathematik.
Math. phys. Sem.-Ber. 21 (1974) 164—169)

Die Autoren fahren dann fort:

Wir sehen mit Miiller die distanzierte Rationalitét als einen generellen Grundzug anwen-
dungsbezogenen mathematischen Denkens an. Wir wollen mathematische Theorien

nicht als ein Resultat der Formalisierung von Eigengesetzlichkeiten eines Sachgebiets
sehen, sondern als eigenstindigen Entwurf in der Distanz zum Phianomen. Die Sach-
ebene und die Entwurfsebene sind im mathematischen Denken als zwei Schichten zu
trennen. Die distanzierte Rationalitdt verbietet ein Verschmelzen dieser Schichten;

sie bewdhrt sich im Herstellen von vielfiltigen Verbindungen. Auf der Sachebene mufl
eine prizise Wahrnehmung, auf der Entwurfsebene eine flexible eigengesetzliche Sprache
gepflegt werden.
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Nach meiner Meinung verlangt die Durchfihrung derartiger Programme ein geistiges
Virtuosentum, das ich den Verfassern ohne weiteres zusprechen mochte. Die Frage ist, wer von
diesem Virtuosentum lesend profitieren kann. Man sollte das ausprobieren. Meine vorldufige
Meinung hierzu ist die folgende: das Buch ist ein vielseitiges und geistig hoch-anspruchsvolles
Buch fiir Stochastik-Dozenten. Von der Zielsetzung her stoit es in eine im westdeutschen
Stochastik-Leben von mir als bedauerlich empfundene Liicke hinein. Die historischen Anmer-
kungen und Klassiker-Zitate machen den Text zu einer Fundgrube fiir bildungshungrige Sto-
chastiker. Dagegen glaube ich, da nur wenige studentische Leser besagter Virtuositit lesend
gewachsen sein werden; ein junger Mensch, der sich mit der Mathematik, und insbesondere mit
der Stochastik erst vertraut machen will, wird es nur schwer ertragen, wenn ihm stindig jede
vermeintliche Klarheit wieder aus der Hand geschlagen wird.

Das Inhaltsverzeichnis: Kap. I: Vom Abzihlen zur Wahrscheinlichkeit, Kombinatorische
Ansiitze, Normalapproximation der Binomialverteilungen, Besetzungszahlen, Folgen von Zufalls-
entscheidungen, Anhang (einige allgemeine Zihlprinzipien, 4 Tafeln); Kap. II: Wahrscheinlich-
keiten als MaRe: Wahrscheinlichkeitsriume, Erwartungswerte, Entropie, Mefbarkeit und Integra-
tion, bedingte Wahrscheinlichkeiten. Der Text ist auch vom Stoff her sehr vielseitig, geht aller-
dings — absichtlich — technisch nie besonders weit.

Ein Buch, mit dem sich jeder Stochastiker auseinandersetzen sollte.

Erlangen K. Jacobs

Liptser, R. S., Shiryayev, A. N., Statistics of Random Processes, vol I: General Theory,
vol II: Applications (Application of Mathematics 5, 6), New York — Heidelberg — Berlin:
Springer 1977, 1978, vol I: x + 394 p, cloth, DM 68,—, vol II: x + 339 p, cloth, DM 66,—

Die vorliegende umfassende Monographie beschiftigt sich mit einem Problemkreis, in
dessen Mittelpunkt die Aufgabe des optimalen Filterns steht. Sie 1a8t sich wie folgt skizzieren:
Gegeben sei ein zweikomponentiger stochastischer Prozef (84, £ )¢> o mit diskreter oder kontinuier-
licher Zeit. Aus Beobachtungswerten des Teilprozesses (£;);> ¢ sollen optimale Schitzwerte fiir
den als unbeobachtbar angesehenen Prozef (6¢)y> o gewonnen werden. Dies Problem hat eine
allgemeine Losung in Form von bedingten Erwartungen, doch sind bedingte Erwartungen oft nur
schwer rechnerisch handhabbar. Man sucht daher unter speziellen Annahmen iiber die Natur des
Gesamtprozesses entweder eine rechnerisch einigermafien zu erfassende Darstellung des schitzen-
den Prozesses oder aber einen relativ optimalen Schitzer in einer unter rechnerischen Gesichts-
punkten eingeschriankten Klasse von Prozessen, die nur von (£;);>¢ abhingen. Die Vorhersage-
Theorie (prediction theory) ordnet sich als Spezialfall ein. Der Bereich der Prozesse, in dem sich
die Theorie heute abspielt, ist durch die Stichworte ,,Wiener-Proze8, Markov-Prozesse, Martin-
gale‘ gekennzeichnet. Generell dient die Untersuchung des zeitkontinuierlichen Falles als Schritt-
macher fiir Untersuchungen im zeit-diskreten Falle. Die technischen Stichworte lauten ,,stocha-
stische Integrale‘, ,,stochastische Differentialgleichungen*‘. So stellt das zentrale Theorem der
Filterungstheorie fiir den Fall einer stochastischen Integraldarstellung des zu schitzenden Pro-
zesses eine stochastische Differentialgleichung fiir den schitzenden Prozef bereit. Grundlegend
fiir die gesamte Theorie sind z. B. Arbeiten von Kiyoshi Ito (jetzt Kyoto), aber auch den Autoren
der vorliegenden Monographie verdankt man wesentliche Beitrige.

Das seinen Gegenstand sorgfiltig und umfassend darstellende Werk zerfillt in einen
theoretischen Teil (Band I) und eine Darstellung von Anwendungen (Band II). Die Uberschriften
der durch beide Binde hindurch fortlaufend numerierten Kapitel lauten:

1. Essentials of probability theory and mathematical statistics, 2. Martingales and semi-
martingales; discrete time, 3. Martingales and semimartingales: continuous time, 4. The Wiener
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process, the stochastic integral over the Wiener process, and stochastic differential equations, 5.
Square integrable martingales, and structure of the functionals on a Wiener process. 6. Nonnegat-
ive supermatingales and martingales, and the Girsanov theorem, 7. Absolute continuity of measu-
res corresponding to the Ito processes and processes of the diffusion type. 8. General equations
of optimal nonlinear filtering, interpolation and extrapolation of partially observable random
processes, 9. Optimal filtering, interpolation and extrapolation of Markov processes with a count-
able number of states, 10. Optimal linear nonstationary filtering, 11. Conditionally Gaussian pro-
cesses, 12. Optimal nonlinear filtering: interpolation and extrapolation of components of condi-
tionally Gaussian processes, 13. Conditionally Gaussian sequences: filtering and related problems,
14. Application offiltering equations to problems of statistics of random sequences, 15. Linear
estimation of random processes, 16. Application of optimal nonlinear filtering equations to some
problems in control theory and information theory, 17. Parameter estimation and statistical
hypotheses for diffusion type processes. 18. Random point processes: Stieltjes stochastic inte-
gral, 19. The structure of local martingales, absolute continuity of measures for point processes,
and filtering.

Das Werk wendet sich an Stochastiker mit hochkaritiger maBtheoretischer Vorbildung.
Fiir die einschligigen Spezialisten diirfte es zu einem Standardwerk werden.

Erlangen K. Jacobs

Benoussan, A., Lions, J.-L., Applications of Variational Inequalities in Stochastic Con-
trol (Studies in Mathematics and its Applications, vol. 12) Amsterdam: North-Holland Publ.
1982, xii + 564 p., Dfl. 175.00 (Ubersetzung von: Benoussan/Lions: Applications des inéquali-
tions variationelles en contr6le stochastique, Paris: Bordas (Dunod) 1978)

Die Autoren machen in dem vorliegenden Buch den Versuch, die Verbindung zwischen
einer Theorie der Variationsungleichungen und der stochastischen Kontrolltheorie, insbesondere
Stopproblemen aufzuweisen. Solche Probleme der stochastischen Kontrolltheorie wurden anfangs
hauptsichlich mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden angegangen, so dafl der analytische
Zugang mit Hilfe von Variationsungleichungen hier neu ist: wihrend der Wert wahrscheinlich-
keitstheoretischer Methoden in der Theorie partieller Differentialgleichungen hinlinglich bekannt
ist, werden hier analytische Methoden zur Lsung wahrscheinlichkeitstheoretischer Probleme
entwickelt.

Ein typisches Stopproblem ist gegeben durch eine stochastische Differentialgleichung

® dy = g(y)dt + o(y)dw,
y(0) =x

G)  u(®) = inf J(6)
O ATy

1,0)=E [ fy(s))ds+ Y(yx(ONXfs <7y}
]

wo 0 eine Stopzeit und 7, die Austrittszeit aus einer offenen Menge O des Raumes ist, in dem
die Dynamik (i) des Systems lebt. Methoden der dynamischen Programmierung liefern die fol-
genden analytischen Charakterisierungen der Funktion u in (ii):
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Fiir z. B. 0 = id, g = 0 ist u Losung des Problems

(i) ——=Au<f

das umgeschrieben werden kann in die von Stampaccia und Lions eingefiihrte Variationsunglei-
chungsform:

(iv) a(u,v—u)=(f,v—u) (u,vEH}O))

v
¥y

=4 <
VAN A\

wo a(u, v) := 1 { Du Dv dx.
25

Die Untersuchung von Variationsungleichungen wie in (iv) zur Charakterisierung der
Funktion u und somit zur Losung des Stopproblems (ii) und zur Charakterisierung optimaler
Stopzeiten ist Gegenstand des Hauptteils des vorliegenden Buches (Kapitel 3). Dabei werden
stationire Probleme wie oben und als Erweiterung evolutionire Probleme betrachtet, wobei
eine Reihe von neuen Resultaten sowohl zur Theorie der Variationsungleichungen als auch zur
Behandlung von Stopproblemen vorgestellt werden. Die hierbei benutzten Begriffe des stochasti-
schen Kalkiils und der Theorie der partiellen Differentialgleichungen sind in Kapitel 2 gesam-
melt, was dieses Buch leichter lesbar macht fiir Leser, die in der einen oder anderen Theorie nicht
unbedingt Experten sind.

Das letzte Kapitel 4 betrachtet ein kombiniertes Stop- und Kontrollproblem. In das
Problem (i), (ii) wird zusitzlich eine Kontrollvariable eingefiihrt. Mit dhnlichen analytischen
Methoden wie in Kapitel 3 wird dieses Problem untersucht, wobei nun der in (iii) auftretende
Operator nichtlinear ist.

Fiir den Fall, daf keine Stopzeit in dem Problem auftritt, wird aus der Variationsungleichung
zu diesem allgemeinen Problem die bekannte Hamilton-Jacobi-Bellman-Gleichung. Deren
Beziehung zu Kontrollproblemen ist z. B. schon in dem Buch von W. Fleming und R. Rishel,
Optimal deterministic and stochastic control, Springer Verlag 1975, dargestellt und dieses sei
zum Verstindnis von Kapitel 4 des vorliegenden Buches als grundlegende Lektiire empfohlen.

Dieses Buch riickt zwei Gebiete der Mathematik unter einem anwendungsbezogenen
Aspekt niher, die sich lange Zeit unabhingig voneinander entwickelt haben, womit es interessant
wird fiir Mathematiker der beiden Teilgebiete der Mathematik: Ein — leider auch vom Preis her —
wertvolles Buch.

Bei der Benutzung des Buches in Seminaren war das fehlende alphabetische Inhaltsver-
zeichnis ein erheblicher Mangel. In jedem Fall jedoch eignet sich dieses Buch nicht unbedingt
zum Einstieg in die Theorie. Zu diesem Zweck — insbesondere zur Benutzung in Seminaren —
sei vielmehr das Buch [Bensoussan, A.: Stochastic control by functional analysis methods.
Studies in Mathematics And Its Applications 11, North-Holland Publishing Co 1982, XV + 410p,
US § 58,25] empfohlen.

Hamburg M. Kohlmann
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Berger, J. O., Statistical Decision Theory; Foundations, Concepts and Methods (Springer
Series Statistics), Berlin — Heidelberg — New York: Springer 1980, 20 figs, 4 tab., xv + 425 p.,
cloth, DM 45,—

Das vorliegende Buch will eine Einfiihrung in die wesentlichen Ideen der Statistischen
Entscheidungstheorie geben. Daf} dieses Ziel erreicht worden ist, kann allerdings nur mit Vorbe-
halten bejaht werden. Man beobachtet heute zwei gegensitzliche Stromungen der Statistik: einer-
seits die von A. Wald begriindete Statistische Entscheidungstheorie, die sich zum Ziele setzt,
statistische Methoden ausschlieflich mit mathematischen Mitteln zu klassifizieren. Die Grundlage
bildet dabei John v. Neumanns Spieltheorie. Andererseits sind immer noch Vorstellungen ver-
wurzelt, die die Brauchbarkeit von statistischen Methoden nach auiermathematischen ,,Prinzi-
pien** beurteilen wollen. Die Vielfalt dieser ,,Prinzipien* sollte eigentlich durch die Statistische
Entscheidungstheorie iiberwunden werden. Dies ist aber offenbar nicht gelungen. Biicher wie das
vorliegende verwenden Terminologie und Apparat der Entscheidungstheorie hauptséchlich zur
Formulierung und Bekriftigung von ,,Prinzipien® wie dem ,,Likelihood principle®, ,,Bayesian
principle*, Conditionality principle®, usw.

Die klassische Testtheorie, in der entscheidungstheoretische Kriterien besonders erfolg-
reich sind und dabei zu so eindeutigen Resultaten fiihren, daf8 Kontroversen iiber ,,Prinzipien*
iiberfliissig sind, wird nicht behandelt. Auch scheint der Anspruch auf mathematische Genauig-
keit eher gering zu sein. Seit ungefihr 40 Jahren werden Grenzwertsitze der Wahrscheinlichkeits-
theorie in der Statistischen Entscheidungstheorie mit Erfolg eingesetzt und haben zu berithmten
Resultaten gefiihrt. Dieser gesamte Bereich der Asymptotischen Entscheidungstheorie wird im
vorliegenden Buch leider ignoriert. Was bleibt, ist eine mathematisch eher magere Diskussion, die
allerdings mit Beispielen reich illustriert ist. Als Einfiihrung ist dieser Text flr Studenten, die sich
in Statistische Entscheidungstheorie einarbeiten wollen, nur mit Vorbehalten zu empfehlen.

Bayreuth H. Strasser

Lienert, G. A., Verteilungsfreie Methoden in der Biostatistik (zweite, vollig neu bear-
beitete Auflage in 3 Binden), Meisenheim am Glan: Verlag Anton Hain
Band 1(1973): 736 S, 127 Tab., kt. DM 81,50, geb. DM 93,50
Band 2 (1978): 1276 S, 501 Tab., kt. DM 198,—, geb. DM 216,—

Tafelband (1975): 686 S. 151 Tab., kt. DM 59,—, geb. DM 68,—

Soweit ich sehe, schligt dies dreibiindige Werk im Bereich der nichtparametrischen
Statistik simtliche Rekorde. Man kann sich kaum etwas Griindlicheres, Umfassenderes denken,
als praktischer Ratgeber wird dies Buch durch kaum ein erfahrungswissenschaftlich vorgegebenes
Problem in Verlegenheit zu bringen sein. Es ist lediglich zu erwarten, da die durch Tukeys
,JExploratory Data Analysis (EDA)* dokumentierte Entwicklung auf eine eventuelle 3. Auflage
Auswirkungen haben wird. Der Stochastik-Dozent wird in diesem Werk eine Fiille gut aufgear-
beiteten konkreten Materials vorfinden; er steht vor dem Problem fiir seine jeweiligen Zwecke
die nétige Auswahl, Straffung — die erlduternden Texte sind sehr breit geschrieben — und ggf.
Modernisierung des Stils vorzunehmen. Um einen Eindruck von der Fiille des ausgebreiteten
Materials zu vermitteln, geben wir im folgenden die Inhaltsverzeichnisse von Bd. I und Bd. II,
jeweils um ca. 98% gekiirzt wieder: Kap. 1 Einfiihrung, Kap. 2 Beobachtunge, Hypothesen
und Tests, Kap. 3 Messen und Testen, Kap. 4 Verteilungsfreie und klassische Tests, Kap. 5
Testmethoden, die auf Haufigkeitsinformationen beruhen, Kap. 6 Testmethoden, die auf Rang-
informationen beruhen, Kap. 7 Methoden, die auf Mefiwertinformationen beruhen, Kap. 8
ZufallsmiBigkeit, Unabhingigkeit und Homogenitit von Sukzessivbeobachtungen, Kap. 9 Ver-
teilungsfreie Korrelationsmethoden, Kap. 10 Quantitative Methoden der sukjektiven Merkmals-
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beurteilung, Kap. 11 Verteilungsfreie Schitzmethoden, Kap. 12 Verteilungsfreie Sequenzanalyse,
Kap. 13 Verteilungsfreie Zeitreihenanalyse, Kap. 14 Verteilungsfreie Zeitreihentests, Kap. 15
Analyse zweidimensionaler Kontingenztafeln: Globalauswertung, Kap. 16 Spezifizierte Kontin-
genzpriifung in Mehrfeldertafeln, Kap. 17 Analyse dreidimensionaler Kontingenztafeln, Kap. 18
Mehrdimensionale Kontingenztafeln, Kap. 19 Verteilungsfreie Auswertung uni- und multivari-
ater Versuchsplane, Kap. 20 Analyse von Richtungs- und Zyklusmafien.

Das Buch diirfte vor allem als praktisches Arbeitsbuch wertvoll sein. Thm ist weite Ver-
breitung zu wiinschen.

Erlangen K. Jacobs

Martin, N. F. G., England, J. W., Mathematical Theory of Entropy (Encyclopedia of
Mathematics and its Application, vol. 12) London — Amsterdam: Addison-Wesley 1981,
xxii + 257 p., hardbound, $ 29.50

Die Autoren streben das folgende Ziel an:

“Our intent in this book is to give a rather complete and selfcontained development

of the entropy function and its extension that is understandable to a reader with a
knowledge of abstract measure theory as it is taught in most first-year graduate courses
and to indicate how it has been applied to the subjects of information theory, ergodic
theory, and topological dynamics.”

Das Buch enthilt sechs Kapitel. Im ersten Kapitel werden einige Grundbegriffe der
Wahrscheinlichkeitstheorie wiederholt, im wesentlichen Wahrscheinlichkeitsriume, Zufallsvari-
able, bedingte Wahrscheinlichkeiten, Unabhingigkeit, bedingte Erwartungen und stochastische
Prozesse, wobei die Autoren die durch die russische Schule entwickelte Sprache der mefibaren
Zerlegungen und Lebesgue-Raume einfihren und benutzen. Am Ende des Kapitels werden
Standardbeweise fiir den individuellen Ergodensatz und den Martingalkonvergenzsatz gegeben.

Das zweite Kapitel enthilt eine vollstindige mit vielen Beispielen angereicherte Dar-
stellung der Begriffe ,,Entropie* und ,,Information*. (Gegeben ein Zufallsexperiment mit héch-
stens abzihlbar vielen Elementarereignissen 1, 2, 3, . . ., mit den zugehorigen Wahrscheinlich-
keiten py, pa, p3, - . ., ist die Entropie des Experiments durch die Zahl

h=—2%;p;logp;

definiert. Diese Zahl quantifiziert im gewissen Sinne die dem Experiment inhirente Unsicherheit
oder, was auf dasselbe hinauskommt, die in der Kenntnis des Resultats enthaltene Information.)
Ein Beweis des Shannon-McMillan-Breiman-Satzes wird gegeben.

Kapitel 3 beschiftigt sich mit Anwendungen des Entropiebegriffs in der Informations-
theorie. (In diesem Gebiet wird Entropie gebraucht, um die Quantitit von Information, die man
durch einen gegebenen Kanal schicken kann, zu messen, und dabei die Kapazitit des Kanals zu
definieren. Diese Ideen erméglichen die Entwicklung von Methoden, deren Anwendungen zu
einem effektiven Gebrauch des Kanals fithren.) Neuere Resultate von Gray, Neuhoff und Ornstein
werden behandelt.

In Kapitel 4 wird der Ornsteinsche Beweis der Isomorphie von Bernoulli-Schemata mit
der gleichen endlichen Entropie ausgefiihrt. Die neueren Entwicklungen dieses Zweigs der Ergo-
dentheorie, u. a. ,,finitely determined* Partitionen eines dynamischen Systems, die sogenannte
relative Isomorphietheorie, sowie jiingere Resultate zur Kakutani-Aquivalenz, werden ohne
Beweise zitiert.
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Kapitel 5 enthilt eine kurze Einfiihrung zur topologischen Entropie. Kapitel 6 disku-
tiert den Gebrauch des Entropiebegriffs in der Gleichgewichtstheorie fiir Gittersysteme der
klassischen statistischen Mechanik.

Soweit der Inhalt des Buchs. Die sprachliche Darstellung ist sorgfiltig und in dieser
Hinsicht ist das Buch angenehm und gut lesbar. Leider kann ich aus folgenden Griinden das
Buch weder als Einfithrung noch fiir den Spezialisten empfehlen.

Erstens wirkt die Idee einer einheitlichen Entropietheorie kiinstlich; als Leitfaden durch
die angesprochenen Anwendungsgebiete ist sie ungeeignet. Zweitens a3t sich die Wahl
der mef8baren Zerlegungen und Lebesgue-Riume nur rechtfertigen und mit dem angekiindigten
Ziel der Autoren vereinigen, wenn man eine ausfiihrliche Darstellung der Rokhlin-Theorie vor-
legt, denn diese Theorie ist in der urspriinglichen Fassung schwer lesbar und sie ist (meines
Wissens) nirgendswo zuginglicher présentiert. Drittens werden allzu viele Sitze ohne Beweis
zitiert, fiir meinen Geschmack oft gerade die interessantesten.

Von dieser Kritik mochte ich das zweite Kapitel ausnehmen; dort werden die Begriffe
,,Entropie und ,Information* ausfiihrlich und sorgfiltig behandelt. Hier sind Konzeption und
Gewichte dem Stoff angemessen.

Das Buch ist mit einem guten Literatur- und einem ausreichenden Stichwortverzeichnis
versehen. Der Preis (257 Seiten, US $ 29.50 z. Z. ungefihr DM 70,—) ist normal.

Delft M. Keane

Csiszar L., Komer, J., Information Theory, Coding Theorems for Discrete Memoryless
Systems, Budapest: Akadémiai Kiad61981,452S.,65,— DM

Seit dem Erscheinen der fundamentalen Arbeiten von Claude Shannon (* 1916) im
Jahre 1948 hat die stochastische Informationstheorie eine interessante Geschichte durchgemacht,
in die Shannon zu verschiedenen Zeiten selbst noch eingegriffen hat. Das zu 16sende Problem
war a) die Quellencodierung mit minimaler Verlustrate b) die Korrektur von stochastischen
Stérungen (Rauschen) in einem Ubertragungskanal. Die Theorie bediente sich zeitweilig einiger
Methoden, die die Ergodentheorie bereitstellte; die in dieser Richtung gehenden Untersuchungen
sind seit langem zum Stillstand gekommen; man kann eher sagen, da die Ergodentheorie im
Ganzen der Informationstheorie mehr zu verdanken hat als umgekehrt. Das Typische an der
Ergodentheorie ist der Schritt ,,weg von der Unabhingigkeit*, noch iiber die Markoffsche
Abhingigkeit hinaus. Gerade im Falle unabhingiger Nachrichtensymbole (,,gedéchtnislose
Systeme*) ermdglichte eine geschickte Verbindung kombinatorischer Uberlegungen mit
Abschitzungen vom Typ der Tschebyschev-Ungleichung Ergebnisse von einer weit iiber alle
ergodentheoretisch gewonnenen Resultate hinausgehenden Schirfe. Dementsprechend hat sich
die Forschung am erfolgreichsten und ausgiebigsten mit dem gedachtnislosen Fall beschiftigt.
Das vorliegende Buch liefert eine systematische Darstellung der auf diesem Gebiet bis ca. 1980
gewonnenen Resultate. Wihrend das Quellencodierungs-Problem fiir den gedéchtnislosen Fall
mit einer frithen Arbeit von V. Strassen 1964 zu einem gewissen kronenden Abschluf gelangte,
hilt die Entwicklung bei der Kanalcodierung heute unvermindert an, typisch ist die Untersu-
chung von Kanilen mit mehrfachem Zugang und von Netzwerken von Kanilen. Methodisch
zeichnet sich ein verstirkter Rickgriff auf kombinatorische Ideen ab, von dem man auch in
den nichsten Jahren schone Ergebnisse erhoffen darf. Die Autoren bilden, mit R. Ahlswede
und anderen, selbst den Mittelpunkt dieser Forschungsrichtung, die in der algebraischen Codie-
rungstheorie einen in der informationstheoretischen Praxis reicher mit Erfolg gesegneten Kon-
kurrenten neben sich hat. — Das iiberaus sorgfiltig gearbeitete Buch besteht aus drei Kapiteln
(1. Information measures in simple coding problems. 2. Two-terminal systems. 3. Multi-terminal
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systems). Die einzelnen, trocken und systematisch geschriebenen Paragraphen (insgesamt 15)
miinden stets in eine lingere Serie von ,,problems* aus, in denen z. T. nicht einfache Forschungs-
resultate verpackt sind; den AbschluB bildet stets eine ,,story of the results“. — Das Buch diirfte
fiir jeden, der sich ernstlich mit stochastischer Informationstheorie befaft, ein grundlegendes
Arbeitsbuch werden.

Erlangen K. Jacobs

Konheim, A. G.: Cryptography: A Primer. (Wiley-Interscience) New York: Wiley, 1981
xiv + 432 pp., Cloth, $ 36.95

Dies ist der erste als mathematische Einfiihrung in die Kryptographie anzusehende Text,
der in Lehrbuchform erschienen ist.

Das Buch ist aus einer Vorlesung hervorgegangen, die der Autor am Courant Institut gehalten hat.
Im Gegensatz zu vielen anderen Autoren (vgl. etwa: Ryska, N.; Herda, S.: Kryptographische
Verfahren in der Datenverarbeitung, (Informatik-Fachbericht 24), Berlin — Heidelberg —

New York: Springer 1980) beschreitet Konheim den wichtigen und interessanten Weg, den

Leser vom Gesichtspunkt der Kryptanalyse, d. h. aus der Position des »Codebrechers* in das
Gebiet einzufithren.

Hier ist zunichst ein Wort iiber die Bedeutung der modernen Kryptographie am Platze:
Wurde bis vor wenigen Jahren noch dieser Zweig der Mathematik beinahe als Geheimwissen-
schaft vorwiegend militirischer Ausrichtung angesehen, so wird durch die in allen Lebensberei-
chen zunehmende Bedeutung elektronischer Speicherungs- und Ubertragungstechniken der Ein-
satz kryptographischer Verfahren fiir Datenschutzzwecke zur praktischen Notwendigkeit, die
gerade an den Einfallsreichtum der Mathematiker groBe Anforderungen stellt. Unter diesem
Gesichtspunkt muf das vorliegende Buch betrachtet werden.

Nach einer kurzen Einfithrung in die Problematik und Sprechweise der Kryptographie
werden in den ersten Kapiteln wahrscheinlichkeitstheoretische Modelle und Methoden im Sinne
der auf Shannon zuriickgehenden Beschreibung kryptographischer Systeme entwickelt. Mit die-
sen Werkzeugen fiihrt der Autor dann volistindige Kryptanalysen einiger klassischer Chiffre-
Verfahren (wie z. B. CAESAR) durch. Aus historischen und mathematisch-didaktischen Griin-
den ist das anschlieBende Kapitel iiber Rotor-Chiffren besonders beachtenswert:

Nach einer ausfiihrlichen Beschreibung der von deutschen Militirs wihrend des 2. Weltkriegs als
,,absolut sicher* einéestuften Chiffriermaschine ENIGMA wird eine vollstindige Kryptanalyse
dieses Gerits vorgefiihrt. Bis auf kleinere Vereinfachungen — so hat eine 3-Rotor ENIGMA in der
Realitiit die Periode 26 - 25 - 26 und nicht 263 — ist das vorgefiihrte Analyseverfahren wohl kom-
binatorisch anspruchsvoll, aber ohne zusitzliche Arbeit nachvollziehbar.

Das niichste Kapitel behandelt ausfiihrlich den heute von vielen Seiten als sicher ange-
sehenen Data Encryption Standard (DES), der von U.S.-Behérden und grolen Computerher-
stellern als Norm-Chiffrierverfahren angeboten wird. Mit vielerlei statistischen Testverfahren —
und ihrem Versagen bei der Analyse des DES — versucht der Autor die relative Sicherheit dieses
Algorithmus zu manifestieren.

Die zweite Hilfte des Buches bietet eine breit angelegte Einfiihrung in die mannigfachen
Anwendungsméglichkeiten kryptographischer Verfahren (z. B. bei elektronischen Abbuchungs-
verfahren). Hier nimmt der Autor die Gelegenheit wahr, den Leser an die anspruchsvolleren,
algebraisch interessanten Kryptosysteme (z. B. von Rivest-Shamir-Adleman oder Merkle-Hellman)
heranzufiihren.

Der Rezensent hat das Buch als Begleittext fiir eine vierstiindige Vorlesung iiber Krypto-
graphie benutzt. Dabei fiel auf, dafl der gleiche Text mit etwas anderer Gewichtung auch fiir
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Zwecke einer duferst attraktiven Vorlesung iiber Elementare Wahrscheinlichkeitstheorie oder
iiber Probabilistische Algorithmen der Zahlentheorie verwendet werden konnte.

Das Buch verfiigt iiber eine befriedigend ausfiihrliche Bibliographie und bietet in einem
Anhang ausgewihlte Losungen zu Ubungsaufgaben, die in umfangreichem Mafle gestellt werden.

Dem Buch fehlt eine angemessene Behandlung folgenmiBiger Chiffrierung mittels
Pseudozufallsgeneratoren. Dieses wichtige Teilgebiet der mathematischen Kryptographie, dessen
enger Zusammenhang mit der klassischen Algebra iiber die Theorie der Schieberegisterfolgen
(vgl. etwa: Liineburg, H.: Galoisfelder, Kreisteilungskorper und Schieberegisterfolgen. Mann-
heim, BI 1979) gegeben ist, wird ausfihrlich in dem gerade erschienenen Buch ,,The Protec-
tion of Communications** von H. Beker and F. Piper (London: Northwood 1982) behandelt.
Weitere Nachteile des vorliegenden Bandes sollen nicht verschwiegen werden: Fiir eine mathe-
matische Vorlesung miissen viele der benutzten Konzepte, insbesondere in vielen Beispielen,
priziser gefafit werden.
Die Ausstattung des Buches — Einband, Abbildungen, Tabellen, Diagramme — leidet bei niherem
Hinsehen unter den vielen Druckfehlern, die zu korrigieren dem kiinftigen Leser als kryptanaly-
tische Ubung empfohlen sei.

Erlangen Th. Beth

Cassels, J. W. S., Economics for Mathematicians (London Mathematical Society Lecture
Notes Series, vol 62) Cambridge — London — New York — Melbourne: Cambridge University
Press 1981, xi + 145 pp., paper, £ 7.50

Diese erweiterten Vorlesungsnotizen des bekannten Zahlentheoretikers sind ein bei-
spielhaftes Dokument fiir die in letzter Zeit gewaltig gestiegene Bereitschaft reiner Mathema-
tiker, sich mit angewandten Problemen zu beschiftigen. Das Biichlein hat fiir den mathema-
tisch vortrainierten Leser (Vordiplomkenntnisse geniigen) den unschitzbaren Vorteil rasanter
Kiirze und kennerischer Vielseitigkeit. Nirgendwo sonst wird der Leser in solchem Tempo mit-
ten in die aktuelle Entwicklung der mathematischen Okonomie hineingefithrt. Auf knappstem
Raum erfihrt man das Notigste iiber Gleichgewichte, den Diktator-Satz von Arrow, das Turnpike-
Theorem, die Marxschen Ansitze, den Keynes’schen Multiplikator etc. Weiteren Ausbau, weitere
Vertiefung bringen die zahlreichen Ubungsbeispiele. Die Kapitel: 1. Utility, Indifference Surfaces,
2. Pure Exchange Economy, 3. Theory of the Firm, 4. Welfare Economics, S. Linear Economic
Models, 6. Simple Macroeconomic Models. Hinzu kommen drei Anhinge A. Convex Sets, B. The
Brouwer Fixed Point Theorem, C. Non-negative Matrices. Das Thema ,, Konjunkturschwankungen
wird, soweit ich sehe, nicht berithrt. — Das Biichlein ist jedem Mathematiker, der sich iiber mathe-
matisch-6konomische Probleme informieren will, zum Studium zu empfehlen.

Erlangen K. Jacobs
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und Populationsmodelle) behandelt. Die wichtigsten Funktionstypen werden eingefiihrt, ehe die Differential- und Inte-
gralrechnung von Grund auf entwickelt und an zahlreichen Anwendungsbeispielen demonstriert werden. Dabei erge-
ben sich von selbst Dimensionsbetrachtungen und die Wiederholung wichtiger Begriffe der Physik. Einfach losbare
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ISBN 3-519-02465-9
Kart. DM 24,80

Dieses Buch entstand aus einer Studie iiber Sprachverschlisselungssysteme, die am Institut fiir Mathematische Ma-
schinen und Datenverarbeitung der Universitat Erlangen-Nirnberg durchgefiihrt wurde.

Ziel der Verdffentlichung ist es, eine Einfihrung in die gdngigen Verfahren der modernen Kryptographie unter beson-
derer Beriicksichtigung der Verschleierungssysteme fir die abhorsichere Telefonie zu geben.

Ausgehend von einer Zusammenstellung der bekannten Verschliisselungstechniken und einer Ubersicht der auf dem
Markt erhiltlichen Gerate werden die

— mathematisch-algorithmischen und die

— naturwissenschaftlich-technischen

Prinzipien erldutert, die allen gangigen Verfahren der Sprachverschleierung (voice scrambling) zugrunde liegen.

Mit der Beschreibung eines von den Autoren entwickelten Laborgerats zur Untersuchung des sogenannten Time-Divi-
sion-Multiplexing (TDM)-Verfahrens wird das ganzheitliche Zusammenwirken von Methoden der Mathematik, der In-
formationsverarbeitung und der Elektrotechnik deutlich gemacht.

Aus dem Inhalt

Verfahren der modernen Kryptographie / Methoden der Sprachverschleierung / Kryptographische Merkmale und ihre
Bewertung / Darstellung der mathematischen Methoden

B. G. Teubner Stuttgart




Klaus Janich

Analysis fiir Physiker
und Ingenieure

Funktionentheorie, Differentialgleichungen, Spezielle Funktionen
Ein Lehrbuch fiir das zweite Studienjahr

1983. 461 Abbildungen. Etwa 460 Seiten
DM 64,-. ISBN 3-540-12064-5

Fiir die Mathematikausbildung der Physiker und
Ingenieure fehlt es nicht an einflihrenden Tex-
ten. Ein Mangel herrscht jedoch an Biichern fuir
das zweite Studienjahr, in dem bei der Physiker-
und Ingenieurausbildung eine Fiille von Kennt-
nissen aus verschiedenen mathematischen Gebie-
ten vermittelt werden soll. Das vorliegende Lehr-
buch ist ausdriicklich fiir das zweite Studienjahr
geschrieben; es behandelt:

@ Funktionentheorie (insbesonder Residuen-
Kalkiil)

@ Differentialgleichungen (insbesondere
lineare 2. Ordnung, Sturth-Liouville-Eigen-
wertaufgaben, Separationsansitze flir par-
tielle Differentialgleichungen)

@ Spezielle Funktionen (Kugel- und Zylinder-
funktionen).

Dem Autor ist es gelungen, dieses umfangreiche
Material in nur einem Band anschaulich und ver-
stindlich darzustellen. Die zahlreichen Abbil-
dungen erleichtern die Erarbeitung des Stoffes
wesentlich. Tests und Ubungsaufgaben am
AbschluB eines jeden Kapitels (mit Losungshin-
weisen am Ende des Bandes) ermoglichen dem
Studenten eine fortlaufende Kontrolle des
Gelernten. Der Band schlieit eine groBe Liicke
in diesem wichtigen Gebiet der Physiker- und
Ingenieurausbildung.

Inhaltsverzeichnis:

Erster Teil: Ein Grundkurs in Funktionentheorie

I: Die komplexen Zahlen. - II: Analytische Funktionen. -
III: Der Begriff der komplexen Integration. - IV: Einige
grundlegende Sitze der Funktionentheorie. - V: Der Resi-
duenkalkiil.

Zweiter Teil: Ein Grundkurs iiber gewohnliche Differen-
tialgleichungen

VI: Einfache Beispiele von Differentialgleichungen. - VII:
Dynamische Systeme. - VIII: Lineare Differentialgleichun-
gen und Systeme. - IX: Rand- und Eigenwertaufgaben. -
X: Greensche Funktionen und die 9 -,Funktion®“.

Dritter Teil: Spezielle Funktionen der mathematischen
Physik. Eine Einfiihrung

XI: Gleichungen aus Separationsansitzen. - XII: Differen-
tialgleichungen in der komplexen Ebene. - XIII: Kugelfunk-
tionen. - XIV: Zylinderfunktionen.

Einige Literaturhinweise
Literaturverzeichnis

Antworten zu den Tests

Hinweise zu den Ubungsaufgaben
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Volume 20:

Glenn Stevens .
Arithmeticon
Modular Curves

1982. 240 pages, Hardcover
sFr.36.-/DM 42 .-

Volume 21:
Anatole Katok (Ed.)

Ergodic Theory and
Dynamical

Systems i

1982. 230 pages, Hardcover
sFr.36.-/DM 42 -

Volume 22:

Marie-José Bertin (Ed.)
Séminaire de
Théorie des
Nombres, Paris

1980-1981

1982. 341 pages, Hardcover
sFr.44.-/DM 53.—

Volume 23:

André Weil

Adeles and
Algebraic Groups

1982. 136 pages, Hardcover
sFr.26.-/DM 30.—

Volume 24:

Patrick Le Barz/Yves Hervier
(Eds.)

Enumerative
Geometry and
Classical Algebraic

Geometry
1982. 259 pages, Hardcover
sFr.48.-/DM 56.—

Progress in
Mathematics

Edited by J. Coates
and S. Helgason

Volume 25:
Philip A. Griffith

Exterior
Differential
Systems and the
Calculus of

Variations

1982. 449 pages, Hardcover
sFr.68.—/DM 78.—

Volume 26:
Neal Koblitz (Ed.)

Number Theory
Related to Fermat’s

Last Theorem

1982. 465 pages, Hardcover
sFr.68.—/DM 78.—

Volume 27:

Roger W. Brockett/ Richard S.
Millman/

Hector J. Sussmann (Eds.)

Differential Control

Theory

1983. 349 pages, Hardcover
sFr.62.~/DM 70.-

Volume 28:

David Mumford with the
assistance of C. Musili, M. Nori,
E. Previato and M. Stillmann

TATA Lectures
on Theta

Volume |

1983. 254 pages, Hardcover
sFr.54.-/DM 62 .—

Volume Il will be published in
Spring 1983

Volume 29:
Robert Friedman/David R.
Morrison (Eds.)

The Birational
Geometry of
Degenerations

1983. 401 pages, Hardcover
sFr.70.-/DM 79.—-

Volume 30:

Kentaro Yano/Masahiro Kon
CR Submanifolds of
Kaehlerian and

Sasakian Manifolds

1983. 223 pages, Hardcover
sFr.44.—/DM 49.—

Please order from your bookseller
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or Birkhauser Boston Inc..

380 Green Street, Cambridge,
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