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Drei Register iiber biographische Beitriige
im Jahresbericht der DMV, Bd. 1 bis 83*)

Zusammengestellt von Renate Gernert, Garmisch-Partenkirchen

I. Register
Nachrufe

Soweit wie moglich mit 1. Vornamen und Lebensdaten; ,,*‘ bedeutet: mit Por-
triat, beim Art. oder sonst im Bd.; wenn nicht anders vermerkt, beziehen sich die
Seitenangaben ab Bd. 17 auf die 1. Abt.

Abbe, Ernst (1840—-1905) JB148S.217-230 *
Ahrens, Wilhelm (1872—-1927) JB378S.286-287
Bachmann, Paul (1837—1920) JB36S.31-73 *
Backlund, Albert (1845—1922) JB38S.113-152
Bauer, Gustav (1820—1906) JB16S.54-75*
Beck, Hans (1876—1942) JB538S.91-103 *
Bernstein, Felix (1878—1956) . JB 83 S. 84-95
Bilharz, Herbert (1910—-1956) JB61S.97-103
Bjerknes, Carl (1825—-1903) JB 13 S. 253-266 *
Blaschke, Wilhelm (1885—-1962) JB69S.1-8*
Bobek, Karl (1855—1899) JB 98S.27-33*
Bohl, Piers (1865—1921) JB338S.25-32
Bohr, Harald (1887—-1951) JB 558S.77-88
Bolza, Oskar (1857—-1942) JB53S.1-13*
Bopp, Karl (1877—-1934) JB458S.116-119
Bortolotti, Enea (1896—-1942) JB52S.173

Bos, Werner (1924—1973) JB78S.67-77
Brauer, Richard (1901-1977) JB83S.125-134
Brunn, Hermann (1862—1939) JB50S.163—-166 *
Buka, Felix (1852—1896) JB 68S.23-25
Burkhardt, Heinrich (1861-1914) JB24S.185-195 *
Burmester, Ludwig (1840—1927) JB39S.1-21*%*
Busche, Edmund (1861—-1916) JB 25S.283

*) Diese Register iiberlappen zum Teil mit den ,,Fundstellen* von H. Tietz
in Bd. 80, Heft 4.
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Cantor, Georg (1845—-1918)

Carathéodory, Constantin (1873—1950)
Caspar, Max (1880—1956)
Nachtrag

Caspary, Ferdinand (1853—1901)
Curtze, Maximilian (1837—1903)
Czuber, Emanuel (1851—-1925)
Darboux, Gaston (1842—-1917)
Dembowski, Peter (1928—1971), in engl. Sprache
Disteli, Martin (1862—1923)
Doehlemann, Karl (1864—1926)
Doergens, Richard (1839—-1901)
Dyck, Walther von (1856—1934)
Eberhard, Victor (1861—-1927)
Feigl, Georg (1890—-1945)
Fiedler, Wilhelm (1832—-1912)
Fink, Karl (1851—-1898)
Finsterwalder, Sebastian (1862—1951)
Fitting, Hans (1906—1938)
Fuhrmann, Wilhelm (1833—-1904)
Furch, Robert (1894—1967)
Furtwingler, Philipp (1869—1940)
Gasco, Luis Gonzaga (1844—1899)
Gerhardt, Carl (1816—1899)
Gierster, Josef (1854—1893)
Gretschel, Heinrich (1830—-1892)
Guber, Siegfried (1933—-1968)
Giinther, Paul (1867—1891)
Gundelfinger, Sigmund (1846—1910)
Gutzmer, August (1859-1924) Todesanzeige

z. Gedidchtnis
Hamburger, Meyer (1838—1903)
Hamel, Georg (1977—1954)
Hamilton, Sir W. Rowan (1805—1865)
Hausdorff, Felix (1868—-1942)
Heffter, Lothar (1862—1962)
Heiberg, Johann (1853—-1928)
Heller, Siegfried (1876—1970)
Helly, Eduard (1884—-1943)
Henrici, Olaus (1840—1918)
Hermes, Oswald (1826—1909)
Hertzer, Hugo (1831—-1908)
Hessenberg, Gerhard (1874—-1925)
Hettner, Georg (1854—-1914)
Hilb, Emil (1882—-1929)

JB318.97-106 *
JB 39 S. 189-266 *
JB 558S.39-51

JB 62S.93-98
JB638S.52

JB 12 8.42-60 *
JB 12 8.357-368 *
JB 37 S.287-297 *
JB 278.196-217
JB 74 S.93-95
JB36S.170-173 *
JB 378.209-212 *
JB11S.57-68*
JB 45S.88-98 *
JB41S.40-49 *
JB70S. 53-60
JB228.97-113 *
JB 78.33-35

JB 56 §.27-31

JB 49 S.93-96 *
JB 14 S. 56-60 *
JB728S.63-69
JB50S.167-178 *
JB 88.26-27

JB 88S.28-30*
JB 28S.44-45

JB 28S.42-43
JB72S.1-2

JB 1S.10
JB26S.75-99 *
JB33S.1%*
JB33,IIS.1-3

JB 13 S.40-53 *
JB58S.1-5

JB 14 S.421-424 *
JB69S.51-54*
JB 66 S. 39-52
JB388S.17-23 *
JB738.1-5

JB 828S.128-151*
JB368S.157-162 *
JB 20 S.299-306 *
JB 18S.417-422 *
JB368S.312-332 *
JB248S.51-58*
JB42S.183-198 *
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Hopf, Heinz (1894—-1971)
Hoppe, Reinhold (1816—1900)
Hoppe, Robert (1857—1899)

. Jahnke, Eugen (1861-1921)
Janisch, Eduard (1868—1915)
Jorgens, Konrad (1926—-1974)
Jiirgens, Enno (1849—1907)
Jung, Wilhelm (1876—1953)
Kamke, Erich (1890—-1961)
Killing, Wilhelm (1847—-1923)
Kirsch, Ernst (1841—-1901)
Klein, Benno (1846—1891)
Klein, Felix (1849—1925)

Knoblauch, Johannes (1855—1915)
Knopp, Konrad (1882—-1957)
Koebe, Paul (1882—1945)

Koehler, Carl (1855—1932)
Kortum, Hermann (1836—1904)
Kossak, Ernst (1839—-1892)
Krazer, Adolf (1858—1926)

Kronecker, Leopold (1823—-1891)
Kriiger, Louis (1857—-1923)
Krull, Wolfgang (1899—1971)
Kiinneth, Hermann (1892—-1975)
Kummer, Ernst (1810—1893)
Landau, Edmund (1877-1938)
Lauffer, Rudolf (1882—-1961)
Lettenmeyer, Fritz (1891-1953)
Lexis, Wilhelm (1837—1914)

Lie, Sophus (1842—1899)
Ligowski, Wilhelm (1821—-1893)
Lipschitz, Rudolf (1832—1903)
Lobell, Frank (1893—1964)

Lowenheim, Leopold (1878—1957)
Lommel, Eugen von (1837—1899)
London, Franz (1863—1917)
Liiroth, Jakob (1844—1910)
Mangoldt, Hans von (1854—1925)
Maruhn, Karl (1904—-1976)
Maschke, Heinrich (1853—-1908)
Mayer, Adolf (1839—-1908)

Meyer, Arnold (1844-—-1896)

Todesanzeige

Portrit

Todesanzeige

Portrit

JB 78 S.113-146
JB 98S.33-58*
JB 98S.59*
JB31S.177-184*
JB 26 S. 158—-160 *
JB77S.78-88
JB17S.163-170 *
JB 58 S.5-10
JB698S.191-208 *
JB 39 S. 140154 *
JB11S.188-189
JB 18.9

JB 34S.197-213 *
JB 34 S. 89

JB 24 S. 443-457 *
JB 60 S. 4349

JB 70 S. 148—161
JB 71 bei S. 183

JB 44 S.199-210 *
JB 158S.60-63 *
JB 12 S. 500—-504
JB35,11S.81*
JB37S.1-33*

JB 28S.5-31

JB 34 S. 52-57

JB 828S.51-62
JB78S.61-66 *
JB 3S.13-28

JB 54 S.55-62

JB 65 S. 143-147
JB618S.2-6
JB23S.314-317 *
JB 88S.30-46*
JB 48S.46
JB158S.56-59 *
JB70S.1-15

JB 69 beiS. 176
JB77S.1-9*

JB 88S.47-58*
JB 26 S. 153-157 *
JB 20 S. 279-299 *
JB 36 S.332-348
JB 81S.45-48

JB 17 S.345-355*
JB178S.355-362 *
JB 58S.18-20



4 R. Gernert

Meyer, Friedrich (1842—1898)
Meyer, Wilhelm (1856—1934)
Michelsen, Johann (1747—-1797)
Miller, George (1864—1951)
Miiller, Conrad (1878—1953)
Miiller, Emil (1861—-1927)

Muth, Peter (1860—1909)
Neumann, Carl (1832—1925)
Neumann, Franz (1798—1895)
Noether, Max (1844—1921)
Pasch, Moritz (1843—1930)

Pinl, Maximilian (1897—-1978)
Pokrowsky, Peter (1857—1901)
Prange, Georg (1885—1941)
Prediger, Carl (1822—1895)
Pringsheim, Alfred (1850—1941)
Priifer, Heinz (1896—1934)
Prym, Friedrich (1841—-1915)
Quade, Wilhelm (1898—-1975)
Radon, Johann (1887—-1956)
Reidemeister, Kurt (1893—-1971)
Reinhardt, Karl (1895—-1941)
Reye, Theodor (1838—1919)
Richter, Hans (1912—-1978)
Riemann, Bernhard (1826—1866)
Ritter, Ernst (1967—1895)
Ritter, Robert (1905—-1959)
Ritter, Wilhelm (1847—1906)
Rohn, Karl (1855—-1920)
Rosenthal, Arthur (1887—-1959)
Rothe, Hermann (1882—-1923)
Schapira, Hermann (1840—1898)
Schell, Wilhelm (1826—1904)
Schering, Ernst (1833—1897)
Schilling, Friedrich (1868—1950)
Schmid, Hermann (1908—1956)
Schmidt, Erhard (1876—1959)

Schmidt, Franz (1827—-1901)
Schmidt, Friedrich (1901-1977)
Schober, Karl (1859—-1899)
Schoy, Karl (1877—1925)
Schroder, Ernst (1841—-1902)
Schroter, Heinrich (1829—-1891)
Schiitte, Friedrich (1864—1914)
Schur, Friedrich (1856—1932)

JB 8S.
JB 45 S.
JB21S.
JB 55 S.
JB 578S.
JB41S.
JB 18 S.
JB 36 S.
JB 4S8.
JB328S.
JB 44 S.
JB 83 S.
JB12S.
JB 51S.
JB 4S8.
JB 56 S.
JB 45 S.
JB 24 S.
JB 82 S.
JB 63 S.
JB 74 S.
JB 52 8.
JB31S.
JB 82 S.
JB 48.
JB 4S8.
JB63S.
JB 16 S.
JB 328.
JB 63 S.
JB 35 S.
JB 8S.
JB 14 S.
JB 68.
JB 55 S.
JB61S.
JB 69 S.
JB72S.
JB118S.
JB 83 S.
JB 8S.
JB 36 S.
JB 12 S.
JB 28S.
JB 23 8S.
JB 45 S.

59-61*
99113 *
102-103 *
52-53
1-5
50-58 *
454-456 *
174—-178
54—-68
211-233 *
120-142
119-124
117-119 *
1-14 *
51-52
1-6
32-40
1-15*
193-198
51-52
96—104
75—-83 *
185-203 *
94—-107
71-87
52-54
137-140
244-248 *
201-211*
89-96
172175 *
61-66 *
113—-121*
25-27
1-4

7-11
209-224 *
3-17
141-146 *
169181 *
66—68 *
163—167 *
249-265 *
32-41
429-430 *
1-31 *
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Schur, Wilhelm (1846—-1901)
Schwarz, Hermann (1842—-1921)
Schwarzschild, Karl (1873—-1916)
Segre, Corrado (1863—1924)
Seidel, Ludwig (1821—-1896)

Seliwanoff, Dimitrij F. (1855—-1932)

Sinram, Heinrich (1840—1895)
Stahl, Wilhelm (1846—1894)
Staude, Otto (1857—1928)

Staudt, Karl von (1798—1867)
Stekloff, Wladimir (1863/64—1926)
Stern, Mariz (1807—1894)
Stickelberger, Ludwig (1850—1936)

Stohr, Alfred (1916—1973)
Stolz, Otto (1842—-1905)

Study, Eduard (1862—1930)
Sturm, Rudolf (1841-1919)
Siiss, Wilhelm (1895—1958)
Thomae, Johannes (1840—1921)
Thomé, Wilhelm (1841-1910)
Tietze, Heinrich (1880—1964)
Toeplitz, Otto (1881—1940)
Treutlein, Peter (1845—1912)
Ullrich, Egon (1902—-1957)
Versluys, Jan (1845-1920)
Wallner, Karl (1881—-1934)
Weber, Heinrich (1842—1913)
Weierstrafy, Karl (1815—1897)
Weinmeister, Philipp (1848—1910)
Weif, E. A. (1900—-1942)

Weiss, Wilhelm (1858—-1904)
Weyer, Georg (1818—1896)
Weyr, Emil (1848—1894)
Wiarda, Georg (1889—-1971)
Wieleitner, Heinrich (1874—1931)
Wiener, Christian (1826—1896)
Wiltheif3, Eduard (1855—-1900)
Worpitzky, Julius (1835—1895)
Zelbr, Karl (1854—1900)
Zillmer, August (1831—1893)
Zsigmondy, Karl (1867—1925)

Berichtigung

JB 118.
JB328S.
JB 26 S.
JB35S.
JB 7S.
JB 44 S.
JB 58S.
JB 48.
JB40S.
JB 32 8.
JB 38 S.
JB 48.
JB47S.
JB 47 S.
JB 83 S.
JB 15 S.
JB 40 S.
JB 34 S.
JB 69 S.
JB30S.
JB20S.
JB 83 S.
JB 66 S.
JB 21S.
JB61S.
JB 29 S.
JB 45 S.
JB 23 S.
JB 6S.
JB 19 S.
JB 52 8.
JB 14 S.
JB 68.
JB 4S8.
JB 74 S.
JB42S.
JB 68S.
JB 9S.
JB 48S.
JB 98S.
JB 48S.
JB 36 S.

292-301 *
6—-13 *
5675 *
209-250 *
23-33
210-214 *
17—-18
36—-45
219-223
97-119 *
206231 *
34-36
79-86 *
197
159-168
309-322*
133-156 *
41-51*
161-183 *
133—144 *
261-278 *
182-191
1-16
384-386 *
57-65
236-237
113-116
431-444 *
2744
321-327 *
174-176 *
171-175
44-45
24-33
105—-106
199-223 *
46-69
59-63 *
47-51
63—-64
23-24
167—-170 *
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II. Register

Kollegen in einer dunklen Zeit

Alt, Frank (1910-)

Artin, Emil (1898—-1963)

Baer, Reinhold (1902—)
Barneck, Alfred (1885-)
Basch, Alfred (1882—-1958)
Baule, Bernhard (1891—-1976)
Behrend, Felix (1911-1962)
Bergmann, Gustav (1906—)
Bergmann, Peter (1915-)
Bergmann, Stefan (1895—1977)
Bernays, Paul (1888-)
Bernstein, Felix (1878—1956)
Bers, Lipman (1914—)

Berwald, Ludwig (1883—-1942)
Blumenthal, Otto (1876—-1944)

Bochner, Salomon (1899-)
Brauer, Alfred (1894-)

Brauer, Richard (1901-1977)
Breuer, Samson (1891-)
Busemann, Herbert (1905—-)
Caemmerer, Hanna von (1914—)
Cohn-Vossen, Stefan (1902—1936)
Courant, Richard (1888—1972)
Dehn, Max (1878—-1952)

Duschek, Adalbert (1895—1957)
Eckhart, Ludwig (1890—1938)
Einstein, Albert (1879—1955)
Epstein, Paul (1871-1939)
Estermann, Theodor (1902—)
Fanta, Ernst (1878—1939)
Feller, Willy (1905—-1970)
Fenchel, Werner (1905-)
Fischer, Ernst (1875—-1956)
Fraenkel, Abraham (1891—1965)
Frank, Philipp (1884—1966)
Freudenthal, Hans (1905-)
Friedrichs, Kurt (1901-)
Frohlich, Walter (1902—-1942)
Frucht, Robert (1906-)

Funk, Paul (1886—1969)

JB 75,1S.
JB 73,1S.
JB 73,1S.
JB71,1S.
JB 75,18S.
JB77,18.
JB71,1S.
JB 75,1S.
JB 75,1S.
JB71,1S.
JB 72,1S.
JB72,18.
JB75,18.
JB 75,18.
JB 71,1S.

183
155-157
153—-154
173
184—186
161-162
173-174
181
166
174—176
165-166
166—170
167—168
168
168—170

Portr. bei I S.

JB73,1S.
JB71,1S.
JB73,1S8.
JB73,1S.
JB72,1S.
JB71,1S.
JB73,1S.
JB72,1S.
JB71,1S.

200-201
176

184—-185
169-170
170—-171
176

183-184
171-172
212-213

182

Portr. bei I, 182

JB75,18.
JB7S5,1S.
JB71,1S.
JB71,1S.
JB 73,18.
JB75,18.
JB73,1S.
JB72,1S.
JB73,1S.
JB 73,18S.
JB75,1S.
JB71,1IS.
JB71,1S.
JB75,18.
JB71,IS.
JB75,18.
Berichtigung JB 77,1S.

187—-189
190-191
177—-178
213-214
157

191

175—179
172—-173
181-182
179-181
168—171
178

202-203
171-172
179

172—173
164
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Gentzen, Gerhard (1909—-1945)
Godel, Kurt (1906—1978)
Grell, Heinrich (1903—-1974)
Grotzsch, Herbert (1902—)
Gumbel, Emil (1891-1966)
Haenzel, Gerhard (1898—1944)
Hamburger, Hans (1889—-1956)
Hartogs, Friedrich (1874—1943)
Hausdorff, Felix (1868—1942)
Heilbronn, Hans (1908—)
Hellinger, Ernst (1883—-1950)

Helly, Eduard (1884—1943)
Hensel, Kurt (1861-1941)
Hertz, Paul (1881-1940)
Herzberger, Max (1899-)
Hirsch, Kurt (1906—)

Hirschfeld, Hermann (1912-), spiter: Hartley, H.

Hopf, Ludwig (1884-1939)

Hopfner, Friedrich (1881—-1949)
Jacobsthal, Ernst (1882—1965)
John, Fritz (1910-)

Kamke, Erich (1890-1961)

Karmén, Theodore von (1881—1963)

Kohn, Paul (1895-)

Korn, Arthur (1870—1945)
Kiirti, Gustav (1'903—-)

Kuhn, Paul (1901-)

Landau, Edmund (1877—-1938)
Levi, Friedrich (1888—1966)
Lewy, Hans (1904—)
Lichtenstein, Leon (1878—1933)
Liebmann, Heinrich (1874—1939)
Lowig, Heinrich (1904—)
Lowner, Karl (1893—-1968)
Loewy, Alfred (1894—1935)
Lukécs, Eugen (1906—)

Mahler, Kurt (1903—)

Mann, Heinrich (1905—-)

Mayer, Anton (1903—-1942)
Mayer, Walther (1887—1948)
Menger, Karl (1902-)

Mises, Richard (1883—-1953)

JB75,1S8.173—-174
JB75,1S8.191-192
JB73,1S.154-155
JB71,18.222-223
JB 73,18S.158-162
JB 73,1S.203-205 .
JB73,1S.182-183
JB73,18S.201-202
JB71,18S.199-200
JB72,1S.173
JB71,18.214-215
Portr. bei I, 182
JB75,1S.192—-194
JB73,18S.199
JB72,1S8.173-176
JB73,1S.168—-169
JB71,1S.179
JB71,1S.179-180
JB71,1S8.170
Portr. bei I, 182
JB75,1S.194-195
JB71,1S.180-182
JB72,1S.176
JB 73,18S.207-208
JB71,18.171-172
Portr. bei I, 183
JB75,1S.174
JB71,1S.182-183
JB75,18.195
JB75,1S.174-175
JB72,1S.176—-178
JB73,18S.188-191
JB72,1S.178—179
JB73,1S.191-198
JB73,18.162—-167
JB75,1S.175
JB75,18.175—177
JB71,18.217-220
JB 75,1S8.195-196
JB72,1S.179
JB 75,18S.196—-197
JB75,1S8.197—-199
JB 75,18.199-201
JB 75,18. 201
JB71,1S.183-185
Portr. bei I, 183
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Mohr, Ernst (1910-) JB75,1S8.177-178
Miintz, Chaim (1884-) JB71,1S.185-187
Neugebauer, Otto (1899-) JB72,18S.180
Neumann, Bernhard (1909-) JB71,1S.187
Neumann, John (Janos) von (1903-1957) JB71,1S.187-188
Noether, Emmy (1882—1935) JB72,1S.180-182
Noether, Fritz (1884—, ab 1939 vermifdt) JB71,18.203-205
Pelterson, Rose (1913-) JB71,1S.188-189
Pick, Georg (1859—-1942) JB75,18.178-180
Pinl, Maximilian (1897-) JB75,18.180-181
Plessner, Abraham (1900-) JB71,18.223-224
Poschl, Theodor (1882—1955) JB73,1S.170-175
Pollaczek-Geiringer, Hilda (1895-)

spater Hilda von Mises JB71,1S.189
Prager, William (1903-) JB72,18S.182
Pringsheim, Alfred (1850—-1941) JB 73,18S.202-203
Rademacher, Hans (1892—1964) JB 71,18.205-208
Rado, Richard (1906—) JB71,1S.190
Reidemeister, Kurt (1893—-1971) JB 73,18S.185
Remak, Robert (1888—) JB71,1S.190-193
Rembs, Eduard (1890—-1964) JB71,1S8.193-195
Rogisinski, Werner (1894—1964) JB73,1S.185-186
Rosenthal, Artur (1887—1959) JB 73,18.167
Rothe, Erich (1895-) JB71,18.208-209
Scherk, Peter (1910—) JB72,1S.183
Schlesinger, Ludwig (1864—1933) JB 71,18.224-228
Schrodinger, Erwin (1887—-1961) JB77,1S8.162-164
Schur, Issai (1875—1941) JB71,18.195-199

Portr. bei I, 183

Schwerdtfeger, Hans (1902—) JB72,1S.183-184
Sommerfeld, Arnold (1868—1951) JB73,18.203
Sternberg, Wolfgang (1887—-1953) JB71,1S.209-211
Szasz, Otto (1884-1952) JB71,1S.215-216
Szegd, Gabor (Gabriel) (1895—) JB 73,1S.186—-188
Tauber, Alfred (1866—1942) JB 75,18.202-203
Taussy, Olga (1906—) JB72,1S.184
Thirring, Hans (1888—) JB 75,18S.203-205
Thomson, Gerhard (1899-1934) JB 73,18S.205-206
Toeplitz, Otto (1881—-1940) JB71,1S.201-202
Vajda, Stefan (1901—) JB 75,18.205
Wald, Abraham (1902—1950) JB 75,18. 206
Warschawski, Stefan (1904—) JB72,1S.184—185
Wegener, J. M. JB71,18.199
Weinstein, Alexander (1887—) JB71,1S8.211
Weyl, Hermann (1885—1955) JB72,1S.185-189

Willer, Friedrich (1883—-1959) JB71,18.216-217




Drei Register iiber biographische Beitrage im Jahresbericht der DMV, Bd. 1 bis 83

Winternitz, Arthur (1893—-1961) JB75,18S.182

Wolf, Karl (1886—1950) JB 75,18S.206-208
Zermelo, Ernst (1871-1953) JB71,18.221-222
Zorn, Max (1906-) JB73,1S.157-158

III. Register
Sonstige biographisch-bibliographische Artikel

,, ¥ bedeutet: mit Portridt im JB; nur der 1. Vorname wird genannt.

Abel, Niels Henrik (1802—1829) JB11S.377-382
JB79,18S.138-144
Bolyai, Johann (1803—1860) JB12S.165—-194
JB29,18S.130-135
Brill, Alexander von (1842—1935) JB31,1S.89-96
JB 53,1S.82-89
Crelle, August (1780-1855) JB79,18S.137-174
Dirichlet, Peter G. Lejeune (1805—1859) JB 14 S. 149163
JB 79,18S. 144—-147
Euler, Leonhard (1707—-1783) JB16S.185-195
S.423-424
S.555-558
S.558-567
JB17S.36-39
S.313-318
Gauf, Carl (1777-1855) JB 20,1S.396—-403
) JB41,11S.1-2
Grafdmann, Hermann (1809—1877) JB 18,1S.344-356
JB19,1S.1-13
Hauck, Guido (1845—-1905) JB 14 S.289-311 *
JB16S.155-164
Hausdorff, Felix (1868—1942) JB69,18S.62-75
S.75-76
Hesse, Otto (1811—-1874) JB79,1S.148-153
Hilbert, David (1862—1943) JB31,1S.3-10 *
S.10-19
Jacobi, Carl (1804—1851) JB 13 S.405-435 *
JB79,1S.148-153
Kepler, Johannes (1571—-1630) JB22,1IS.158
Klein, Felix (1849—-1925) JB37,11S.2-3
JB44,11S.4-11
Koenigsberger, Leo (1837—1921) JB33,1S.104-112
Kopernikus, Nikolaus (1473—-1543) JB20,IS.161-167
Kronecker, Leopold (1823—-1891) JB33,1S.210-228
Kummer, Ernst (1810—1893) JB79,18.154-159

Lambert, Johann (1728—-1777) JB 14 S.186—-198

*
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Leibniz, Gottfried (1646—1716)
Lichtenstein, Leon (1878—1933)
Minding, Ferdinand (1806—-1885)
Neumann, Carl (1832-1925)
Newton, Isaak (1643—1727)
Petzval, Josef (1807—-1891)
Pliicker, Julius (1801—-1868)
Richelot, Friedrich (1808—1875)
Schoenflies, Arthur (1853—1928)
Sohncke, L. A. (1842—1897)
Stickel, Paul (1862—1919)
Steiner, Jakob (1796—1863)

Walder, Erhard (1832—-1894)
Wangerin, A. (1844—)
Weierstrafy, Karl (1815—1897)

Renate Gernert
Steigfeldstr. 8
8100 Garmisch-Partenkirchen

JB52,18.217-244
JB 83,18S.135-146
JB79,18. 144—147
JB 17,11 S.90-93

-JB77,1S8.107-137

JB 12 8. 324-344
JB79,18.138-144
JB79,18S.148-153
JB32,1S.1-6
JB79,18.148-153
JB32,1S.13-32*%
JB79,18.138-144
S. 144—147
JB 48.22
JB34,11S.108-111
JB 24,1S.416-438 *
S.439-442
JB 35,1S.56-65
JB 79,18.154-159
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Wie weit sind Moduln vom Satz
von Krull-Remak-Schmidt entfernt?

Eine Analyse am Beispiel fast-freier abelscher Gruppen und ihre
Konsequenzen*)

Riidiger Gobel, Essen

§1 Einleitung

Der grofie Vorteil der Theorie der Abelschen Gruppen im Rahmen der
Algebra liegt darin, daf} ihre endlichen Objekte seit fast 200 Jahren durch C. F.
Gauf [E12], nochmals durch seinen Schiiler E. Schering [E20] und auch durch
G. Frobenius und L. Stickelberg [65] klassifiziert worden sind, siehe auch [E19]
und [E25]. Wagt man sich daher an die noch iibrig bleibende Untersuchung unend-
licher Objekte, so mufd man nicht mehr mit Problemen ihrer endlichen Teilstruk-
turen kimpfen. Bekanntlich liegt gerade darin eine der Schwierigkeiten bei der Unter-
suchung unendlicher nicht kommutativer Gruppen, die dann nur durch einschnei-
dende Endlichkeitsforderungen oder eben Kommutativititsbedingungen bewiltigt
wird. Die bedeutende Klassifikation der endlichen einfachen Gruppen ist fiir ihren
unendlichen Nachbarn eben nicht mehr als ein Tropfen auf den heiflen Stein.

Nun zuriick zu den abelschen Gruppen, die wir hier kiirzer ,,Gruppen*
nennen. Weil die endlich erzeugbaren und weitgehend die abzihlbaren Gruppen
— z. B. durch den Ulmschen und den Zippinschen Satz — klassifiziert sind, ge-
langt man zwangsweise schnell zu iiberabzihlbaren Strukturen, und hier liegt
ein besonderer Reiz der Theorie. Da sie sich auf der Kreuzung zwischen Gruppen-
und Modultheorie befindet, kommen ohnehin Methoden beider Gebiete zum
Tragen, was in , klassischer Zeit*, also bis Anfang der 70er Jahre erfolgreich ge-
nutzt wurde, erinnert sei an Kettenbedingungen, G. Cantors Zick-Zack-Argument
z. B. beim Ulmschen Satz und seiner abgerundeten Form von Hill und Walker
(vgl. z. B. [146, S. 449], [100]), bekannte gruppentheoretische Abzihlschliisse,

z. B. beim Satz von Pontrjagin sowie die allgemeinen Methoden der homologischen
Algebra und Topologie, wie sie z. B. bei dem Beweis des spiter zitierten Satzes
von Nunke benutzt wurden.

Abelsche Gruppen haben nach meiner Meinung jedoch sehr an allge-
meinem mathematischen Interesse gewonnen — und unterscheiden sich hier

*) Erweiterte Fassung des Vortrags zum Festkolloquium fiir Herrn Prof. Dr. G.
Nobeling, gehalten am 25. 5. 1983 am Mathematischen Institut der Universitit Erlangen.




12 R. G6bel

wesentlich von anderen algebraischen Theorien — seit in den 70er Jahren als
Folge von Shelahs Losung des Whitehead-Problems [153, 155] bekannt wurde,
daf sie noch vielen weiteren Einfliissen ausgesetzt sind. Seitdem finden tiefe
Methoden der (aus algebraischer Sicht) hochentwickelten axiomatischen Mengen-
lehre, der Logik und insbesondere der Modelltheorie und (unendlichen) Kombi-
natorik ,,handfeste* algebraische Anwendungen. Man ist sich bewuft, daf} selbst
,,hausbackene* algebraische Probleme abelscher Gruppen unentscheidbar sein
konnten. Die Veroffentlichungen der letzten Jahre zeigen deutlich, da} dieser
erweiterte Methodenreichtum die Theorie und ihr natiirliches Umfeld allgemeiner
Moduln stiirmisch weiterentwickelt hat. Dariiber soll in diesem Vortrag mit be-
sonderem Blick auf einen bedeutenden Satz von Herrn Nobeling berichtet werden.

Da die neuen Methoden gerade nicht auf algebraischem Boden gewachsen
sind und somit nicht fiir eine bestimmte Richtung zurechtgeschneidert wurden,
ist es vollig klar, daB ihre Anwendungen nicht bei den abelschen Gruppen hingen
bleiben, sondern Resultate iiber Moduln grofier Klassen von Ringen, boolscher
Algebren, nicht kommutativer unendlicher Gruppen, z. B. lokal endlicher Grup-
pen, nach sich ziehen und schon nachgezogen haben. Wir wollen darauf kurz im
letzten Teil (§ 9 der Ausarbeitung) eingehen und u. a. bisher unveréffentlichte
Losungen zu zwei offenen Fragen in der Kategorie der Moduln iiber beliebigen,
kommutativen, noetherschen Ringen und im zweiten Fall iiber beliebigen, kom-
mutativen Ringen vorstellen. Auf die Kommutativitit des Grundringes kann
ebenfalls weitgehend verzichtet werden, wie an einem in Arbeit [ 78] befindlichen
Kriterium (§ 9) erldutert wird.

Trotzdem wollen wir uns in den §§ 2 bis 8 auf abelsche Gruppen be-
schrinken: Diese Objekte sind auf den ersten Blick so phantastisch einfach und
auf den zweiten Blick allerdings so kompliziert, daR sehr viele Probleme allge- -
meiner Modultheorien hier schon in voller Schirfe auftreten. Diesen Effekt wol-
len wir versuchen didaktisch zu nutzen, um den Nichtalgebraiker mit Problemen
und Fortschritten auf diesem Gebiet vertraut zu machen und gleichzeitig dem
Algebraiker, der in einem anderen Garten pflanzt und erntet, neue Ziichtungen
vorzustellen.

§2 Allgemeines iiber torsionsfreie Gruppen

Aus elementaren Eigenschaften des Grundringes Z der ganzen Zahlen
folgt, daf jede Gruppe als Erweiterung ihrer Torsionsuntergruppe durch eine
torsionsfreie Gruppe geschrieben werden kann. Dies fiihrte zu der historischen,
aber mathematisch doch sehr zweifelhaften Einteilung in torsionsfreie und Tor-
sionsgruppen. Dabei wurden die ,,gemischten* Gruppen bis in das letzte Jahr-
zehnt (vgl. [145], [146], [175]) vollig stiefmiitterlich behandelt: Die Klassifika-
tion endlich erzeugbarer Gruppen manifestierte diese Einteilung, und klassische
Fragen, wie etwa das von P. Griffith [88] geloste mixed-splitting-Problem von
R. Baer [5], sind so angelegt, als ob man sich nur fiir ,,trivial-gemischte‘ Grup-
pen interessiere. Trotz dieser besseren Einsicht mochte ich dem historischen
Weg folgen, wobei iiber Torsionsgruppen und gemischte Gruppen in § 9 nur
einige parallele Resultate genannt werden sollen.
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Im Gegensatz zu den Torsionsgruppen hort das Wohlverhalten torsions-
freier Gruppen A schon auf, wenn sie nicht mehr endlich erzeugbar sind. Ist A
abzihlbar, so gibt es noch eine feinere Invariante als die Michtigkeit |A|, nim-
lich die Dimension des Vektorraumes A ® Q iiber den rationalen Zahlen Q, d. h.
den Rang rg A von A. Falls rg A = 1 ist, so kann man A als Untergruppe von Q
auffassen und durch Invarianten, die sogenannten Typen von R. Baer [4] (1937)
klassifizieren. Ist rg A > 1, so erscheint jede Klassifikation aussichtslos, besser
sinnlos, da eine Fiille (zu vieler) neuer Phinomene auftreten. Beschrinkt man
sich jedoch auf gewisse Klassen von Gruppen endlichen Ranges, so gibt es viele
neue Resultate zu nennen, die mit starken algebraischen Hilfsmitteln wie Galois-
Theorie, algebraischer K-Theorie bewiesen wurden. Beispielsweise konnten be-
eindruckende Charakterisierungen der Butlergruppen gewonnen werden. Butler-
gruppen sind reine Untergruppen von vollstindig zerlegbaren (torsionsfreien)
Gruppen endlichen Ranges. Hierzu mochte ich auf die Monographie von
D. Arnold [2] verweisen, in der die wichtigsten Resultate {iber torsionsfreie
Gruppen endlichen Ranges bis 1980 in sehr verstindlicher Form dargestellt sind;
iiber Folgeuntersuchungen kann man sich an den Tagungsbinden [83], [84], [85]
und [E14] orientieren. Lift man die Einschrinkungen weg, so gilt hier schon trotz
guter Kenntnis gewisser Klassen torsionsfreier Gruppen endlichen Ranges der
universelle Satz von I. Kaplansky [114, S. 81] ,,In this strange part (torsionfree
groups) of the subject (abelian groups) anything that can conceivably happen
actually does happen.‘ Ein wunderschéner ,,Beweis* dieses Satzes — er soll das
Leitmotiv meines Vortrages sein — entstand schon 1962 aus der (bei E. C. Zee-
man) in Cambridge verfalten Dissertation von A. L. S. Corner, siehe [13].

Satz von Corner. Ist R ein abzdhlbarer Ring mit torsionsfreier und redu-
zierter (d. h. Q & R*) additiver Gruppe R*, so gibt es torsionsfreie, reduzierte
Gruppen G mit Endomorphismenring End G = R. Hat R* auferdem endlichen
Rang n, so kann G mit rg G < 2n gewdihlt werden.

Im allgemeinen ist rg G = 2n minimal, jedoch konnte H. Zassenhaus
[177] spater die Rangaussage zu rg G < n verbessern, sofern R* frei ist. Es geniigt
sogar, daf} R* lokal-frei ist, d. h. R* ® Zp) ist ein freier Z,)-Modul fiir alle Lokali-
sierungen Z;); sieche M. C. R. Butler [E1].

Durch passende Wahlen des Parameters R kann man nun viele Patholo-
gien torsionsfreier Gruppen finden. Es gibt zahlreiche, beliebig kuriose Beispiele
zum Zerlegungsverhalten torsionsfreier Gruppen endlichen Ranges; z. B. gibt es
zu natiirlichen Zahlen n > m eine torsionsfreie Gruppe G vom Range n, so daf3

m m

jeder Summen= } r; eine Zerlegung G= @ G; in unzerlegbare Gruppen G;

i=1 i=1
vom Range r; entspricht. Durch andere Wahlen des Parameters R erhiilt man Bei-
spiele zu den sogenannten Kaplanskyschen Testproblemen, die zeigen, wie weit
die untersuchte Klasse von einem Krull-Remak-Schmidt-Satz entfernt ist. Man
findet torsionsfreie Gruppen G (notwendigerweise wenigstens) abzihlbaren
Ranges mit G G o GaberG=G oG oG [ein Problem, das fiir Banachriume
G immer noch ungelost ist!] oder abzihlbare, torsionsfreie Gruppen, die keine
unzerlegbaren direkten Summanden # 0 besitzen.
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Um derartige Pathologien zu vermeiden, wurden schon seit fast 50 Jahren
hiufig Untersuchungen iiber torsionsfreie Gruppen auf separable Gruppen einge-
schrinkt: Man fordert, daf jede endliche Teilmenge in einem direkten Summan-
den liegt, der selbst vollstindig zerlegbar, d. h. eine direkte Summe von Rang-1-
Gruppen (also Untergruppen von Q) ist. Die Analogie z. B. zu den Butlergruppen
ist offensichtlich! Separable Gruppen sind also eine gute Approximation zum
Vektorraum. Mit dem gleichen Leitgedanken fordert man fiir die zu untersuchen-
den Gruppen, daB alle Teilmengen der Michtigkeit <k in einem direkten voll-
stindig zerlegbaren Summanden bzw. in einer freien Untergruppe enthalten sind;
die erste Klasse sind k-separable Gruppen und letztere Gruppen heifden k-frei
(fiir eine gegebene Kardinalzahl «).

Ein gutes Beispiel, das beide Forderungen fiir k = 8, erfiillt, ist die auch
fir den Nobelingschen Satz wichtige Baer-Specker-Gruppe!) Z¥: Ist R eine Kar-
dinalzahl, d. h. die Menge {v:v Ordinalzahl < R}, dann ist Z® die Menge aller
ganzzahligen Funktionen f: X — Z, Sie wird mit der koordinatenweisen Addition
und Multiplikation zu einer Gruppe bzw. zu einem Ring. Aufgrund eines Satzes
von Baer [4] ist Z® nicht frei, jedoch R,-frei. Es ist ebenfalls leicht zu sehen, dad
Z® separabel ist.

Separable Gruppen und insbesondere Z® wurden recht erfolgreich mit
algebraischen, homologischen und topologischen Methoden untersucht. Exempla-
risch sei hierzu der schone Satz von Nunke [136] zitiert, der besagt, dafl man alle
epimorphen Bilder von Z™0 | kennt*: Sie sind eine direkte Summe eines Produk-
tes Z* (k < Ry) und einer Cotorsionsgruppe. Cotorsionsgruppen sind die epimor-
phen Bilder algebraisch kompakter Gruppen — also durch Invarianten beschreib-
bar; siehe L. Fuchs [66, Band I, §§ 40, 55]. Der Nunkesche Satz hat zahlreiche
Anwendungen bei der Untersuchung torsionsfreier Gruppen gefunden; siehe
L. Fuchs [66, Band II, § 95].

Bei Beweisen iiber separable bzw. k-freie Gruppen wurde schon vor Jah-
ren die (allgemeine) Kontinuumshypothese (GCH) CH benutzt; siche z. B. [11,
12, 168]. Allerdings galt das bis Anfang der 70er Jahre eher als ein ,,Schonheits-
fehler* oder als ein bequemes Vehikel fiir einen schnelleren Beweis. Trotzdem
war einer Reihe von Problemen (z. B. Whitehead-Problem, Eindeutigkeit des
,,Elongationsproblems* bei p-Gruppen, Existenz k-freier, nicht-freier Gruppen
der Michtigkeit k, usw.) mit all diesen Methoden nicht ndher zu kommen.
Alarmsignale wie die Unentscheidbarkeit von Cantors CH-Problem (K. Godel
1938, P. J. Cohn 1963), des Suslin-Problems (Tennenbaum 1968) oder diverse
Fragen iiber normale Hausdorff-Topologien wurden zu dieser Zeit noch nicht
ernst genommen. Man war der Uberzeugung, daf’ die starke Wirkung der alge-
braischen Operationen solche Phinomene nur unter extremen Bedingungen, z. B.
bei Moduln mefibarer Michtigkeit und nicht schon bei klassisch algebraischen
Fragen auftreten 1a3t; Erfolge, wie die Losung des Baer-Problems oder der Beweis
des ,,allgemeinen Ulmschen Satzes‘ von Hill und Walker bestitigten diese Auf-

1y In der Topologie und booleschen Algebra ist der Produktraum 280 mit der d1skreten
Topologie auf 2 = {0, 1} sehr wichtig. Die Parallele des sog. Cantorschen Diskontinuums 280
zur Baer-Specker-Gruppe Z80 ist nicht nur formal, sondern 1ifit sich weiter verfolgen (s. auch

§3).
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fassung. In dieser sicherlich fiir den Fortschritt der abelschen Gruppen kritischen
Zeit bewies Herr Nobeling 1968 den seither nach ihm benannten und hier zen-
tralen

§3 Satz von Nobeling iiber abelsche Gruppen

Dieses Resultat kann man erst richtig verstehen, wenn man es im grofieren
Zusammenhang sieht. Ich méchte den Satz von Nobeling jedoch zunichst formu-
lieren, was — im Gegensatz zu allen bekannten Beweisen — sehr einfach geht, und
ihn anschliefend im Rahmen der Theorie der abelschen Gruppen aus klassischer
und neuester Sicht diskutieren.

Sei also stets k eine Kardinalzahl. Die Baer-Specker-Gruppe Z* enthilt
zwei ausgezeichnete Untergruppen (ringe), namlich die direkte Summe
Z) = @ e;2, die von den durch das Kroneckersymbol definierten Indikator-

i€k
funktionen e; = (§;;); < « frei erzeugt wird und die Nobelingsche Gruppe B, aller
im iiblichen Sinne, dem Betrage nach, beschrinkten Funktionen.

Das Kernstiick des Nobelingschen Satzes besagt, da® B, eine freie Gruppe
ist. Benutzen wir eine Definition aus [134] und sagen, dafs S C B, eine Specker-
sche Untergruppe ist, wenn S ein Teilring von B, und (B,//S)* torsionsfrei ist, so
koénnen wir allgemeiner formulieren:

Satz von Nobeling [134]. Sind S C T C B, Speckersch, so gibt es ein
Komplement Fvon Sin T,d. h. T=S ®F und S, F haben freie Basen aus charak-
teristischen Funktionen (Indikatorfunktionen auf k).

Durch diesen Satz wurden eine Reihe offener Probleme gelost:

(A) A. Ehrenfeucht [47] nennt das folgende Problem (1951) von K. Kuratowski
und A. Mostowski [118]: ~

Sei P(Z) die Menge aller Teilmengen von Z und G die Gruppe aller ganz-
zahligen Funktionen auf P(Z) so, dafy

fX+Y)=£f(X)+f(Y) fir alle disjunkten Paare X, Y C Z.
Welche Struktur hat G?

Wir behaupten G = 22"° DaB= B, nach obigem Satz frei ist, folgt

B* = Hom (B, 2) = 2",

Also geniigt es, einen Isomorphismus ¢: G = B* zu finden. Falls f € G, so setzen
wir () (x) = Y. mf(x~'(m)), wobei x € B eine beschriinkte Abbildung

mez
x: Z > Z ist. Es ist nun leicht nachzuweisen, daf} ¢ ein Isomorphismus ist.

(B) Problem von DeGroot (1963), siehe [22].

Bei der Beschreibung aller endlichen Zerlegungen eines topologischen
Raumes X in offen-abgeschlossene Teilmengen, trifft man auf die Gruppe aller
stetigen, beschrinkten Abbildungen von X nach Z. Welche Struktur hat G?

Da G C By, ist G nach Nobeling [134] frei.
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(C) Yamabe-Problem (1953); vgl. B. H. und Hanna Neumann [132].

Sei A eine zunichst nichtnotwendig abelsche Gruppe. Eine Abbildung
f: AxA - Z heilt Yamabe-Funktion, wenn f bilinear und regulir (d. h. a €A,
f(a, a) = 0=a=0)ist.

Ist A eine Gruppe mit Yamabe-Funktion, so muf} A offensichtlich tor-
sionsfrei und abelsch sein. Nach einem zahlentheoretischen Satz von Meyer
(1884) haben indefinite, quadratische Formen iiber Z vom Grade > 5 Nullstellen.
Dies folgt in einem schonen Kapitel der Zahlentheorie, aus dem Satz von Hasse-
Minkowski, siehe [151, S. 41—43]. Folglich ist f definit, wenn rg A > 5. Welche
Struktur hat A? Wenn a € A und f*(a) € Z* durch f*(a)(x) = f(x, a) definiert
wird, dann ist die Abbildung f*: A - Z* eine Einbettung von A in Bya,. Folglich
ist A nach [134] frei.

Das Yamabe-Problem legt folgende Verallgemeinerung nahe:

Eine Abbildung »: A - R einer abelschen Gruppe A in die positiven reellen Zah-
len heifst Norm, wenn fiir alle a, b € A, n € Z gilt:

(a) v(a+b)<wv(a) +v(b)

(b)  v(na)=Inlv(a).

Offenbar ist die induzierte Topologie genau dann diskret, wenn folgendes gilt:
(c) Es gibt ein € > 0 mit v(a) > € fiir alle a # 0.

Deshalb nennt man eine Normfunktion, die (c) erfiillt, diskret. Mit Hilfe eines
zahlentheoretischen Satzes von H. Minkowski (1910) (siche [92, S. 443, Satz
446]) kann man zeigen

Satz (J. Lawrence [120], 1984). Ist A eine abelsche Gruppe mit diskreter
Norm, so ist A R, -frei.

Eine einfache Abschitzung zeigt, da} die (¥, -freie) Baer-Specker-Gruppe
Z* keine diskrete Norm zulifit; J. Lawrence [120]. Natiirlich liegt die folgende
Frage auf der Hand, die dhnlich zum Satz von Nobeling eine positive Antwort
haben sollte.

Problem 1 (S. W. Ralph [142]). Ist jede Gruppe mit diskreter Norm frei?

(D) E. C. Weinbergs Problem [176] (1963):

Eine verbandsgeordnete Gruppe G (nach G. Birkhoff 2-Gruppe) ist eine
additive Gruppe, die gleichzeitig ein Verband ist so, da das Monotoniegesetz
der Addition gilt. Entsprechend sind &-Homomorphismen definiert. Ein Erzeu-
gendensystem E von G (und somit G) ist 2-frei, wenn jede Abbildung von E in
eine L-Gruppe zu einem 2-Homomorphismus liftet.

In[176, S. 198, (5.1)] finden wir das Problem:

Ist jede freie (abelsche) 2-Gruppe eine freie abelsche Gruppe?

Nach Satz 2.5 und Satz 2.8 in [176, S. 189, 191] ist eine freie &-Gruppe G Unter-
gruppe von B,g,, also nach [134] frei.
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§ 4 Zusammenhang des Nobelingschen Satzes mit Resultaten von Specker
und Higman

Wir wollen nun sehen, daB es ein ,,besonderer Zufall* ist, da} die ,,grofde*
Nobelingsche Untergruppe B, von Z* frei ist und beginnen mit einem bis heute
noch nicht zufriedenstellend gelosten

Problem 2. (a) Fiir welche Kardinalzahlen k gibt es nicht-freie k-freie
Gruppen der Machtigkeit x? Diese Gruppen wollen wir kiirzer k-Gruppen nennen.
(b) Gibt es stets 2 nicht isomorphe k-Gruppen, wenn man eine k-Gruppe finden
kann?

Abgesehen vom theoretischen Interesse, tauchen diese k-freien, nicht-
freien Gruppen automatisch bei der Pontrjagindualitit auf; vgl. § 5. Bei der Be-
rechnung der 1. Kohomologiegruppe einer Uberlagerung eines endlichen Zell-
komplexes traf E. Specker [167] auf das Problem fiir k = §¥,. Klassischer Kan-
didat ist natiirlich die Baer-Specker-Gruppe Z“ fiir k = 8,. Um zu sehen, dafl Z*

N ,-frei ist, benutzt man das Pontrjaginsche Freiheitskriterium [141]. Danach ist
eine abzdhlbare Gruppe frei, wenn ihre Untergruppen endlichen Ranges frei sind.
Letzteres ist fiir Z* leicht zu zeigen. Die Baersche Behauptung, dal Z%0 nicht frei
ist, wurde von E. Specker [ 168] wesentlich verschirft: Ist G* = Hom~(G, Z), so
folgt (Z%0)* = Z2(R0), Ein einfaches Kardinalzahlargument macht klar, daf} Z%°
daher bei weitem (!) nicht frei sein kann.

Allgemeiner untersuchte E. Specker Wachstumstypen, das sind Unter-
gruppen U von Z%9, die folgende beiden Bedingungen erfiillen:

€)) Die konstante Funktion f= 1 (d. h. f(i) = 1 fiir alle i € 8,) gehort zu U.
2) Mit einer Funktion f gehéren alle Funktionen kleineren Wachstums zu
U, d. h. sind f €U, g € Z¥0 und gibt es ein k € Z so, daB®

lg(n)| <k max |[f(i)| fur alle n € R, soist g € U.
i=0

Spezielle Wachstumstypen sind Z%9, linearer oder quadratischer Wachstumstyp
und das ,,Nullwachstum*, d. h. die Nobelingsche Gruppe B = B,.
Ausgangspunkt der Nobelingschen Arbeit war der folgende

Satz von Specker [168].

(1) Ist Uein von B verschiedener Wachstumstyp, so folgt U* = Z(0_Aso
haben alle Wachstumstypen # B das gleiche freie Dual Z*0),

2) Es gibt genau 22%° nicht isomorphe Wachstumstypen.

3) Unter (ZFC + CH) ist B = By, frei; folglich B* = Zo,

Insbesondere ist 20 reflexiv, d. h. G** ist unter der Auswertungsabbil-
dung zu G isomorph. Der ,,Schonheitsfehler CH wurde von G. Nobeling [134]
beseitigt und k = N, wurde durch eine beliebige Kardinalzahl k ersetzt. Die Frei-
heit von B, ist also ein Satz in ZFC. Es sei dazu angemerkt, daf® By, nicht mehr
frei ist, wenn das Auswahlaxiom durch das Axiom der Determiniertheit ersetzt
wird; siehe U. Felgner und K. Schulz [64].

Obiger Satz von Specker gab Anlaf zu umfangreichen Untersuchungen
liber ,,schlanke Gruppen*. Motiviert durch die Beweisidee in [168], definierte
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J. £05 (1958): Eine Gruppe G ist schlank, wenn jeder Homomorphismus

0: Z%0 > G fast alle ¢; (i € 8,) auf 0 abbildet. Aus dem Beweis von Specker folgt
die Schlankheit von Z. Vorausgegangen waren zwei parallele Arbeiten von E. C.
Zeeman [178] und A. Ehrenfeucht und J. £.0$ [49] mit Beweisen fiir den

Satz von Ehrenfeucht, £0$ und Zeeman (1954). Sei 0: 2¥ - G ein Homo-
morphismus in eine schlanke Gruppe G und k eine nicht mefibare Kardinalzahl,
dann gilt
1 €;0 = 0 fiir fast allei € k.

2 o ist genau dann 0, wenn 20 = 0 (d. h. wenn e;0 = 0 fiir alle i € k) ist.

Anmerkung. Die Existenz der sehr grofen mefibaren Kardinalzahlen ist
zweifelhaft; zumindest in ZFC + V = L treten keine mefibaren Kardinalzahlen
nach einem bekannten Satz von D. Scott auf; siehe [26, S. 184, Theorem]. Ist
x nicht mefibar, so folgt unmittelbar aus obigem Satz (Z%)* = 2 ynd Z* ist
reflexiv; in [178, 49] wurde diese Reflexivitit bewiesen — obige Verallgemeine-
rung ist dann jedoch trivial. In neueren Arbeiten [45, 46] hat K. Eda mit ver-
besserten Beweismethoden die Mefbarkeitsvoraussetzung durch eine geschickte
Anderung der Folgerung in (2“)* = Z(*) ersetzt: Dabei sei k* die Michtigkeit
der Menge aller w-vollstandigen Ultrafilter auf k. Falls k nicht mefbar ist, folgt
Kk = k™ und sonst ist k* > «, siehe [110], Kap. 5. Wir mochten noch anmerken,
dafl der Satz von Ehrenfeucht, £0$ und Zeeman eigentlich ein Lemma iiber Filter
ist, das noch melr leistet und die Mefibarkeit klirt:

Lemma (siehe [73]). Sei E eine nichtleere Teilmenge des Potenzmengen-
verbandes P(k) einer Kardinalzahl k mit den Eigenschaften

(1) AusYCXEEund Y ¢ E folgt X\YE E.
2) E ist w-vollstindig, d. h. abzihlbare Durchschnitte aus E sind in E.
3) {i} € E fir allei €E«.

Dann ist x eine mef3bare Kardinalzahl.

Ist f € 2 und 0 € Hom (Z*, G), so betrachte man E = {X C «:
o(f I X) # 0}. Mit dem Lemma folgt (2) des letzten Satzes, und (1) ist ohnehin
einfach. Das gleiche Lemma kann man benutzen, um das von M. Dugas und
B. Zimmermann-Huisgen [44] auf {iberabzihlbares k verallgemeinerte ,,Chase-
Lemma* neu herzuleiten; vgl. [73]: Grob gesprochen besagt das verallgemeinerte
Chase-Lemma, da Homomorphismen o: [] G;= @ U= U bis auf injektive
i€k i€ A
Anteile nur in ein endliches Stiick @ U; (E C A, E endlich) von U abbilden. Da-
i€E
mit erhilt man weitere nicht isomorphe, reflexive Gruppen durch transfinite
Iteration von @ und II ausgehend von Z. Dies beantwortet eine Frage von G. A.
Reid [144]. Offen ist allerdings noch das

Problem 3 (G. A. Reid). Ist die so entstehende maximale Reid-Klasse
{®, II}Z unter direkten Summanden abgeschlossen?

Ein Beispiel fiir eine Gruppe A mit A* & {II, ®}Z wurde erst kiirzlich von
K. Eda [46] gegeben. Die weitaus schwierigere Frage nach der Existenz von Grup-
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pen A mit nicht reflexivem Dual, d. h. A*  A*** unter der Auswertungsabbil-
dung geht auf J. S. Haines zuriick. Die Existenz konnte in ZFC + V=L von G.
Sageev und S. Shelah [150] gezeigt werden. Es bleibt aber immer noch das

Problem 4. Gibt es in ZFC Gruppen A mit |A| < 8, so, daf} die Auswer-
tungsabbildung A* = A*** nicht surjektiv ist? (¥, = erste mef3bare Kardinalzahl)

Aufgrund des eingangs genannten Satzes von Ehrenfeucht, £0s§ und Zee-
man liegt es nahe, die schlanken Gruppen algebraisch zu charakterisieren. Nach
Teilresultaten von S. Sasiada, L. Fuchs und anderen (siehe [66, Band 2, §§ 94,
95]) ist die endgiiltige Charakterisierung eine schone Anwendung des schon in
§ 2 zitierten Satzes von R. J. Nunke.

Folgerung (Nunke [136]). Eine Gruppe G ist genau dann schlank, wenn
folgende Gruppen nicht als Untergruppen von G vorkommen: Z/pZ, J; (= addi-
tive Gruppe des Ringes J, aller ganzen p-adischen Zahlen) fiir alle Primzahlen
p # 1 sowie Q und Z"0,

Es liegt nun ferner nahe, in der Schlankheitsdefinition Z%° durch einen
beliebigen Speckerschen Wachstumstyp U zu ersetzen. Die daraus resultierende
Klasse der U-schlanken Gruppen bezeichnen wir mit einem deutschen iI. Auf-
grund des Nobelingschen Satzes (in seiner vollen Schirfe) folgern wir zunichst
einmal, daB die Klasse B der B-schlanken Gruppen nur aus 0 besteht. Dies ist
aber eine Ausnahme! Falls U # B ist, ist 1l eine reichhaltige (echte) Klasse und
man kann weitreichende Strukturuntersuchungen durchfiihren; siche [ 79]. Auf-
grund dieser Methoden erhilt man auch eine Losung eines aus der Torsions-
theorie kommenden Problems von L. Fuchs [66, Band II, S. 184]: Die Klasse der
schlanken Gruppen ist nicht einfach erzeugt; siche [81] und eine bessere Kon-
struktion in [82]: Zu jeder Gruppe G gibt es eine Gruppe G/, die nicht im Ab-
schluf} {®, S, E} G von G unter direkten Summen, Untergruppen und Erweite-
rungen liegt. Ich finde es hier bemerkenswert, da® man G' als Untergruppe einer
Baer-Specker-Gruppe Z* wihlen kann. Genauer gesagt ist G' sogar ein B,-Modul
mit dem Nobelingschen Ring B,. Dieses und andere Resultate (vgl. Ende von § 8)
implizieren die folgende

Arbeitshypothese. Pathologisches Verhalten torsionsfreier abelscher Grup-
pen 1afdt sich (wenn es nicht offensichtlich unsinnig ist) stets schon an Untergrup-
pen (oder kanonischen epimorphen Bildern) von Z* verifizieren.

Ein weiteres Beispiel hierfiir wird in § 5 das Whitehead-Problem sein.
Die Arbeitshypothese legt die folgende Aufgabe nahe:

Problem 5. Man bestimme die Struktur moglichst vieler epimorpher Bil-
der und Untergruppen von Z*; vgl. [69].

Falls k = R, ist der erste Teil dieses Problems durch den Nunkeschen
Satz (§ 2) befriedigend gelost und der Satz von Specker ist ein guter Start fiir
den zweiten Teil. Mit dem Fall k > R, beschiftigen wir uns in § 5 und aus der
Sicht der Endomorphismenringe in § 8. Selbst bei sehr spezieller Wahl der Unter-
gruppen von Z* erhalt man interessante Resultate und Fragen:
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Essei Z<={f€Z":|{i € k,f(i) # 0}| <«} C Z*und Z, = Z*/Z<*. Die
Gruppe Z,,, ist nach einem bekannten Satz von S. Balcerzyk algebraisch kom-
pakt und ihre Invarianten sind bestimmt, siche L. Fuchs [66, S. 177, Exercise 7].
Ist cf(k) = Ry, so wird Z, aus dem gleichen Grund stets nicht triviale algebraisch
kompakte Untergruppen enthalten. Sei also cf(x) > R, und z. B. k eine iiberab-
zéhlbare regulire Kardinalzahl. Dann weifl man iiber Z, fast nichts — nur, daf
Z, R-freiist. Die bekannten Methoden sind fiir die weitere Untersuchung von
Z, unbrauchbar. An diesem Objekt sollte man neue Methoden entwickeln und
dabei die folgende provozierend einfache Frage — ein Spezialfall von Problem 5
— 1osen:

Problem 6. Ist jeder direkte Summand # 0 von Z, zu Z, isomorph? Wihle
z. B.k=N,!

Aufgrund des ,,universellen Satzes von 1. Kaplansky*‘‘ vermuten wir, da die
Antwort ,,nein!* sein wird.

Die Klasse {Z,: k reguldr, > 8} hat eine weitere interessante Eigenschaft,
die wir noch einmal in § 8 diskutieren wollen: Sei K eine Indexmenge oder eine
(echte) Indexklasse und |K]| seine Michtigkeit bzw. |K| = oo, wenn K eine echte
Klasse ist. Sei ferner K = {G;: i € K} ein System von Gruppen. Dann ist K ein
halbstarres System, falls entweder Hom (G;, G;) = 0 oder Hom (G;, G;) = O fiir alle
i#j€Kund K ist starr, falls Hom (G;; G;) = Hom (G;j, G;) = O fiir alle i #j €K.
Also ist | K| ein Ma# fiir die Kompliziertheit der Theorie. Mit Hilfe eines mengen-
theoretischen Resultates von H. D. Donder konnte B. Wald [173] zeigen, daf es
in ZFC + V = L eine echte Klasse K von Kardinalzahlen (also |K| = =) gibt, so
daB {Z,: k €K} ein starres System ist. Mit Methoden aus [33] konstruierten M.
Dugas und G. Herden [42], [43] unabhingig andere starre Klassen mit |K| = o0 in
ZFC + V = L. Die Existenz einer starren Klasse in ZFC wiirde die Konsistenz von
ZFC nach sich ziehen (vgl. Vopénka-Prinzip in [110]), also ist die Annahme
V = L oder ein schwicheres Axiom wie ¢ oder V (siehe [33]) sehr sinnvoll! In
ZFC kann man aber zumindest die Existenz von halbstarren echten Klassen X,-
freier (schlanker) Gruppen beweisen; siche R. Gobel, S. Shelah [75]. Diese Resul-
tate konnen benutzt werden, um Probleme iiber Torsionstheorien zu 16sen; siche
[42], [43], [75] und [38]. Eine Einfithrung in Torsionstheorien und deren Zu-
sammenhang mit Gabrieltopologien findet man in dem Buch von B. Stenstrém
[170, Kap. 6—8]), in J. Lambek [119] oder in der kiirzlich veroffentlichten Mono-
graphie [10]. Es ist sicherlich eine neue Erkenntnis, da® diese algebraischen Fra-
gen hiufig von der Existenz grofier Kardinalzahlen (kompakt, superkompakt,
mefibar) abhingen. In M. Dugas, R. Gobel [38] konnten Probleme zu Torsions-
theorien durch (konsistente) Forderungen an derartige Kardinalzahlen gelost
werden.

Bei den durch Wachstumstypen U definierten Gruppenklassen Ul der U-
schlanken Gruppen haben wir schon im Extremfall (U = 0, U = B) gesehen, daf
U-schlanke Gruppenklassen trotz verschiedenem U hiufig gleich sind. Es ent-
steht das folgende

Problem 7. Wie viele verschiedene Klassen I U-schlanker Gruppen gibt es?
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Wie wir sehen werden, ist diese Frage zu einem unabhingig entstandenen, bisher
ungelosten Problem der Mengenlehre gleichwertig. Ist w die in Problem 7 ge-
nannte Kardinalzahl, so ist offensichtlich w < 22"°, da U Untergruppe von Z%°
ist. Benutzt man die 22"° verschiedenen Wachstumstypen aus dem Speckerschen
Satz, so stellt man fest, daf} sie nur 3 Klassen schlanker Gruppen definieren. All-
gemeiner gilt der folgende Sachverhalt (s. R. Gobel, B. Wald [79]):
Seien U und V Wachstumstypen und 1, ¥ die zugehorigen Klassen schlanker
Gruppen. Dann sind dquivalent:
(N necwy,
2) Es gibt einen Ordnungsmonomorphismus o: ¥, = 8, der eine Einbettung
o*: U~ V induziert. Die Abbildung o*: Z¥° - Z¥0 kann z. B. durch
0*( Y fae)= Y fu€o(m oder auch durch 6*( Y. faen) =

n € Ro nE Xo nE Ro
o(n+1) —1
= Y fu( Y e)definiert werden.
n € Ro i=o(n)
Damit erhalten wir eine <-Relation und eine ~-Aquivalenzrelation (U~ Vs U<V
und V < U) auf allen Wachstumstypen W und offensichtlich ist w = |[W/~|. Mit
Hilfe von Martins Axiom MA kann man nun |W/~| = 2Ro beweisen, d. h. es gilt
der

Satz [80]. In ZFC + MA gibt es die maximale Zahl von 2280 Klassen
schlanker Gruppen.

Die Ordnungsmonomorphismen induzieren ebenfalls eine Aquivalenzrela-
tion ~ auf der Menge B(R,) aller Ultrafilter ohne Hauptfilter auf 8, Jedem Ultra-
filter ¢ € B(N,) kann vermoge (*) ein Wachstumstyp U, zugeordnet werden:

(*) Sei v: Ny = N, ein fester Ordnungsmonomorphismus der natiirlichen Zah-
len und ¢ ein Filter auf den natiirlichen Zahlen. Wir setzen

Uy={f€ZX:3ITEH,IKENVLET, nER, (t=n=|f(n)l <kv(t)}

Zwei Ultrafilter ¢ und ¥ sind genau dann dquivalent, wenn Uy ~ U,,. Damit folgt
w = |B(Ro)/~| + 3. Aus der Existenz eines echten Ultrafilters in ZFC folgern wir
w=4;alsoist 4 <w< 2280 ynd wir vermuten w = 22"°. Die Frage nach der Kar-
dinalzahl |(R)/~| ist in der Mengenlehre wohlbekannt, aber in ZFC bisher nicht
beantwortet.

Kommen wir zuriick zu dem eingangs gestellten Problem 2, so erhalten
wir also mit 280 = R, ein Beispiel Z"° fiir k = 8. Allerdings hatte G. Higman [94]
schon im Jahre 1951 eine entsprechende nicht-abelsche Gruppe konstruiert. Ana-
log erhilt man ohne den Zusatz CH

G. Higmans Beispiel. Es gibt eine 8 ,-Gruppe [d. h. G ist nicht frei, N;-frei
und |G| = ¥,].

Die Beweisidee ist sehr einfach und ist die GroRmutter vieler Konstruktionen
(stark k-freier Gruppen), die inzwischen auch fiir grofiere Michtigkeiten (= RK,)
moglich sind; siehe § 7: Man wihle eine k-Filtration einer Menge G der Michtig-

keitk,d. h. G= |J G; wobei {G;: i € k} eine aufsteigende stetige Kette mit
i€k
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|Gl <k ist. Die Schichten G; machen wir zu freien Gruppen und erreichen durch
Teilbarkeiten an Nicht-Limesstellen G; C G;,,, daf} z. B.

Git1/Gi=Zp = {m/nE€Q:p+n}.

Trivialerweise ist dann G (stark) k-frei und zumindest fiir x = 8, nicht frei.

§5 Der Satz von Nobeling aus klassischer Sicht, ein Zusammenhang mit dem
Whitehead-Problem

D. Hilbert formulierte 1900 in seinem Vortrag [95] auf dem Mathema-
tikerkongref in Paris das 5. Problem, das in moderner Sprache (ohne die Aktion
auf der Mannigfaltigkeit) lautet: Ist eine lokal euklidische, topologische Gruppe
(bei geeigneten lokalen Koordinaten) eine Lie-Gruppe?

Dieses Problem wurde bekanntlich 1952 durch Arbeiten von A Gleason
[68] und D. Montgomery, L. Zippin [ 129] positiv beantwortet. Ein bedeutender
Schritt in dieser Richtung wurde bereits zu Beginn der 30er Jahre durch J. v. Neu-
mann [133], F. Peter, H. Weyl [138] und L. S. Pontrjagin [139, 140, 141] getan.
Im Rahmen der Losung des Hilbertschen Problems fiir abelsche lokalkompakte
Gruppen entstand die Pontrjaginsche Dualititstheorie, die immer noch eine gute
Quelle fiir Untersuchungen iiber (abelsche) Gruppen ist: Ist G (wieder stets
abelsch) lokalkompakt, so sei G die Gruppe aller stetigen Homomorphismen von
G nach R/Z versehen mit der kompakt-offenen Topologie und o : G = G die Aus-
wertungsabbildung. Dann besagt der Dualitéitssatz, daR ¢ ein topologischer Iso-
morphismus ist. Daraus folgt einerseits o. g. Teilresultat zum Hilbert-Problem
und andererseits eine interessante Korrespondenz zwischen topologischen und
algebraischen Eigenschaften abelscher Gruppen, die wir hier schematisch zu-
sammenstellen. Sei G stets lokalkompakt und G das Pontrjagin-Dual; vgl. [24]
[140] [141] [143, 144] sowie die schéne Monographie von S. A. Morris [130].

Pontrjagin-Dualitit

G G

lokalkompakt lokalkompakt

metrisierbar o-kompakt

total unzusammenhingend Jedes Element von G ist kompakt,

d. h. der Abschluf} aller zyklischen
Untergruppen ist kompakt

zusammenhingend G besitzt keine kompakte
Untergruppe # 0
kompakt diskret

Um rein algebraische Eigenschaften zu erhalten, sei jetzt G stets kompakt. Dann
folgt aus obiger Dualitit weiter:

G G
metrisierbar abzihlbar
zusammenhidngend torsionsfrei
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Da wir uns fiir torsionsfreie Gruppen interessieren, sei jetzt G stets kompakt und
zusammenhingend

~

G G

(lokal) weg-zusammenhédngend Whitehead-Gruppe
lokal zusammenhingend N frei

G = (R/2)' topologisch mit G = ZO frej
Produkttopologie

Dabei ist A eine Whitehead-Gruppe, wenn eine der folgenden dquivalenten Be-
dingungen gilt:

(N Ext (A, Z2)=0.

2) Jede Sequenz 0 > Z > X —> A — 0 zerfillt

3) Ehrenfeuchts Form [48]: Ist

0->F—>F —>A->0 eine freic Auflosung
|
I
o :B
2

und «: F = Z ein Homomorphismus, so liftet o zu f.
4) Steins Form [169]:

Q/z
Ist 7 die kanonische Projektion, so liftet jeder Homomorphismus a zu .

J. H. C. Whitehead fragte 1952 nach der Struktur dieser Gruppen und schickte
die Frage auf einer Postkarte an E. C. Zeeman. Zeeman gab dieses Problem
einige Jahre spiter an einen Doktoranden in Cambridge, der stattdessen einen
Satz aus § 2 bewies. S. Shelah [153, 155] benutzte fiir die Losung des Whitehead-
Problems (siehe unten) die Darstellung (2); vgl. auch P. Eklof [53]. Der Vorschlag
(U. Felgner, R. Gobel 1977), den Beweis mit den Baerschen Faktorsystemen von
Ext, also mit (1) umzuformulieren, wurde unabhingig in einer Arbeit von H. Hiller,
M. Huber, S. Shelah [101] ausgefiihrt. Das dadurch erzielte allgemeinere Resultat
werden wir gleich benutzen. Es ist zu vermuten, daf eine parallele Untersuchung
in der Steinschen Form (4) ebenfalls interessante Neuerungen bringt!

SchlieBlich kann man die Lésung des Whitehead-Problems in V = L und den fol-
genden Satz von Hiller, Huber und Shelah sehr einfach auf dem Niveau der Line-
aren Algebra herleiten, wenn man Ehrenfeuchts Form (3) benutzt, wie in einer
Examensarbeit [0] ausgefithrt wurde: Das Kernstiick ist folgendes

Linearformen-Lemma. (ZFC + V = L). Sei A eine k-freie Gruppe der
Michtigkeit k, die keine freien Quotienten A/U mit |U| < k besitzt. Ist
0> F - F'—> A ~ 0 die freie Auflosung in (3), dann gibt es Linearformen
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f, €F*=Hom (F, Z) v € 2* derart, daf die Linearformen n(f, — £,) EF* (fiir
n € Ry, u #v € 2 nicht zu Linearformen aus F'* liften.

Wir wollen zunéchst noch das Whitehead-Problem mit dem N3belingschen Satz

und unserer Arbeitshypothese aus § 4 in Zusammenhang bringen. Es gelten die
folgenden beiden Sitze:

Satz von K. Stein [169] (1951). Whitehead-Gruppen sind 8 -frei.
Satz von J. Rotman [147] (1961). Whitehead-Gruppen sind separabel.

Kombiniert man beide Resultate, so erhilt man die
Folgerung. Whitehead-Gruppen sind reine Untergruppen von Z*.

Die beste Information iiber Whitehead-Gruppen vor 1974 erhilt man aus einem
Resultat von S. U. Chase [11]. In ZFC + CH sind Whitehead-Gruppen G sogar
stark N;-frei, d. h. G ist §¥,-frei und jede abzihlbare Untergruppe ist in einer ab-
zihlbaren Untergruppe U mit G/U R,-frei enthalten. Einen neuen kiirzeren Be-
weis findet man in [104].

Unsere Arbeitshypothese wird noch von anderer Seite motiviert:

Ist A eine beliebige Gruppe, so ist A* offensichtlich eine reine Untergruppe von
Z'Al. Durch Anwendung der Cartan-Eilenberg-Sequenz auf eine freie Auflosung

0->2ZMW >20) A >0
von A folgt
0> A*>2°>2Z*>Ext (A, 2)~0.

Ist nun A eine Whitehead-Gruppe, so ist Ext (A, Z) = 0 und nicht nur A* C Z*,
sondern auch Z°/A* = Z*, Dualgruppen von Whitehead-Gruppen sind also sehr
,».kanonisch* in die Baer-Specker-Gruppe eingebettet. Wie sehen alle so einge-
betteten Gruppen aus? Das ist ein Spezialfall von Problem 5. Zur Beantwortung
benotigen wir Shelahs Losung des Whitehead-Problems, die zu diesem Zeitpunkt
(1974) erste (ernsthafte) Unentscheidbarkeitsaussage auf diesem Gebiet:

Satz von Shelah [153, 155]. (a) (ZFC + V = L). Whitehead-Gruppen sind
frei.
(b) (ZFC + MA + ™ CH). Es gibt nicht-freie Whitehead-Gruppen.

Da Ext (A, Z) stets eine teilbare Gruppe ist, reduzieren sich Strukturuntersu-
chungen von Ext (A, Z) auf Bestimmung der entsprechenden Kardinalzahlinva-
rianten. In diesem Sinne kann der erste Teil des Satzes von Shelah — wie ange-
kiindigt mit Hilfe der Baerschen Faktorsysteme — verallgemeinert und verschiirft
werden.

Satz von Hiller, Huber, Shelah [101]. (ZFC + V = L). Falls A*= 0, dann
ist Ext (A, Z) kompakt.
(D. h. ,,Ext (A, Z) erlaubt eine kompakte Hausdorfftopologie‘.)
Kompakte abelsche Gruppen sind durch Kardinalzahlinvarianten von A. Hulanicki

[107] charakterisiert worden; man rechnet also die méglichen Kardinalzahlinva-
rianten von Ext (A, Z) aus! Ohne die Voraussetzung V = L hat S. Shelah [161]
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gezeigt, dafd man mit ,,proper forcing* [163] Modelle der Mengenlehre konstru-
ieren kann, in denen Ext (A, Z) (mit A torsionsfrei und A* = 0) jede abzihlbare
(notwendig teilbare) und torsionsfreie Gruppe sein kann.
Da abzihlbare Gruppen # 0 nach Hulanicki [ 107] nicht kompakt sind, ist der
Satz von Hiller, Huber und Shelah nicht in ZFC beweisbar. Verzichtet man auf
die Voraussetzung A* = 0, so gibt es schon in ZFC + V = L Gruppen Ext (A, 2)
(mit A* # 0), die nicht kompakt sind, da der Torsionsanteil nicht die Hulanicki-
schen Kardinalzahlbedingungen erfiillt; Beispiele A mit |A| = 8, fiir beliebige p-
Ringe in Ext findet man bei G. Sageev und S. Shelah [148, 149]. Weitergehende
Strukturaussagen fir Ext (A, G) (in Form von Rangaussagen) kann man bei
P. Eklof, C. Jensen, M. Huber und R. Warfield nachlesen; siehe [50], [57, 58, 59],
[111,112],[106].

Wir wenden nun obigen Satz an und erhalten als weitere Verallgemeine-
rung aus dem Satz von Hiller, Huber und Shelah mit homologischen Methoden
eine Antwort auf unsere obige Frage.

Satz (M. Dugas, R. Gobel [31]). (ZFC+V =L1). Esist 0>2°>Z*>A—0
genau dann, wenn A = 2" ® C mit T < k und C kompakst.

Daraus folgt die Antwort auf eine Frage von R. J. Nunke [135]:

Korollar. (ZFC + V = L). Fiir eine Gruppe A C Z* sind dquivalent:
@)) A ist ein direkter Summand von Z*
2) Z¥|A = 2Z* fiir eine Kardinalzahl p.

Der Satz und das Korollar sind nicht in ZFC beweisbar, wie man aus der Existenz
nicht-freier Whitehead-Gruppen schlieit. Man beachte die Analogie des letzten
Satzes zum Satz von Nunke aus § 2. Die Frage, ob allgemeine epimorphe Bilder
von Z* nur irgendeine ,,verniinftige* Zerlegung in eine direkte Summe (ihnlich
zum letzten Satz oder dem Nunkeschen Satz) in separablen Anteil und einen
Dual-0-Anteil zulassen, muf leider durch ein Gegenbeispiel verworfen werden;
siehe [32]. Eine Analyse des Satzes und weitergehende Resultate findet man

in [105].

Auf die Frage nach der Struktur von Whitehead-Gruppen in ZFC und ins-
besondere auf Shelah-Gruppen G, die durch Ext (G, Z(89) = 0 definiert werden
konnen, sei nur auf P. Eklof [50] und [157, 158] verwiesen. Es ist jedoch be-
merkenswert, daf} Teil (b) des Satzes von Shelah dahingehend abgeindert werden
kann, dafl es Modelle der Mengenlehre gibt, in denen sogar (ZFC + GCH + 3
nicht-freie Whitehead-Gruppen) gilt; also reicht GCH nicht, um Teil (a) zu be-
weisen; siehe [157, 160] und fiir einen gut lesbaren Beweis auch [128].

Durch die Pontrjagin-Dualitit wird man auf folgende Fragen gelenkt.

Aufgabe 8. (a) Man fiihre einmal den Beweis der Unentscheidbarkeit des White-
head-Problems auf der topologischen Seite! Ahnlich zum algebraischen Beweis
mit den Baerschen Faktorsystemen sind Aussagen iiber allgemeinere topologische
Riume zu erwarten.

(b) Im engen Zusammenhang mit dem Whitehead-Problem sind in den letzten
Jahren zahlreiche neue Klassen ,,fast-freier* Gruppen untersucht worden; siehe
z. B. § 7. Was kann man iiber ihre topologischen Partner sagen?
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§6 Verallgemeinerungen und Erginzungen zum Satz von Nobeling

Die Verallgemeinerungen des Nobelingschen Satzes basieren auf zwei
trivialen Beobachtungen:

€Y) Die Nobelingsche Gruppe B, ist auch ein Ring, der von seinen Idempo-
tenten (den Indikatorfunktionen) erzeugt wird.
2) Beschrinkte Teilmengen von Z sind endlich.

Die 2. Beobachtung wurde von L. Kaup und M. S. Keane [115] 1969 ausgenutzt:

Satz von Kaup und Keane. Ist A eine abelsche Gruppe und k eine Kardi-
nalzahl, dann sei A = {f € A, Im (f) endlich}. Dann ist A eine Untergruppe von
A* und es gibt Indikatorfunktionen x; : k > {0, 1}, i Ep) mit A= @ x;A.

i€p
Diese Verallgemeinerung des Nobelingschen Satzes konnte zur Berechnung der
1. Borel-Homologie-Gruppe fiir lokalkompakte Riume herangezogen werden;
siehe [115]. Unabhingig hatte (1961) D. Dubois [27] den Spezialfall des Satzes
von Kaup und Keane fiir k = 8, bewiesen.

Die 1. Beobachtung ergab eine ringtheoretische Verallgemeinerung des
Nobelingschen Satzes und einen neuen, schonen, aber auch nicht kurzen Beweis
von G. M. Bergman [9]; siehe L. Fuchs [66, Band II, S. 173, 174].

Satz von Bergman (1973). Sei R ein kommutativer Ring mit 1, der (als
Ring) von einer Menge E von Idempotenten erzeugt wird. Ist R* torsionsfrei, so

gibt es eine Menge T CE so, daB R* = @ tZ frei ist.
teT

Eine andere Verallgemeinerung von P. Hill [97] benutzt die Reinheit im Sinne
von Priifer (der alte Name war Servanzuntergruppe): Eine Untergruppe U ist rein
in G, falls jede Gleichung nx =u € U(n € 2), die eine Lésung x € G besitzt, auch
eine Losung x € U hat.

Satz von Hill (1973). Sei R ein kommutativer Ring mit 1, der von Idem-
potenten erzeugt wird. Ist T ein von Idempotenten erzeugter Teilring von R,
dann ist T rein in R.

§7 Fast-freie abelsche Gruppen

Zu diesem Thema gehort unser Problem 2, dem sich auch das Whitehead-
Problem natiirlich unterordnet. Das Problem 2 wurde in (ZFC + V = L) schon
1973 vollstindig beantwortet. Hier wurden das erste Mal fiir abelsche Gruppen
R. Jensens [113] ,,statistische Aussagen** iiber stationire Teilmengen reguldrer
Kardinalzahlen in L benutzt, also die sogenannten Jensenfunktionen und Jensen-
mengen.

Satz von Gregory [86]. (ZFC + V = L) Ist k reguldr, nicht schwach kom-
pakt, dann gibt es k-freie, nicht freie Gruppen der Mdchtigkeit k.

Ist k schwach kompakt, dann ist leicht zu sehen, da® k-freie Gruppen auch k*-frei
sind; (k* = Nachfolgerkardinalzahl zu «): Dazu benétigt man nur die passende
Definition von schwach kompakt; s. z. B. [110]. Man zeigt damit, da} die gleich
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definierte I'-Invariante O ist und wendet das ebenfalls einfache weiter unten zitier-
te Kriterium (II) an.

Diese Beobachtung der Nichtexistenz von k-Gruppen fiir schwach kompaktes «
wurde unabhéngig von J. Gregory [86], D. Kueker [117], A. Mekler [125] und

S. Shelah [155] gemacht; siehe auch P. Eklof [51, S. 313]. Wir erinnern dazu an
unsere Abkiirzung k-Gruppe (= nicht-freie, k-freie Gruppe der Michtigkeit k).
Der Satz von Gregory wurde vielseitig verbessert und verallgemeinert, vgl. § 8.
Man erhilt parallele Resultate fiir nicht-kommutative Gruppen [124, 125] und
kann Zusatzforderungen an die (abelschen) Gruppen stellen [60], [33].

Also ist das Problem 2 ohne algebraische Zusatzforderungen nur noch in (ZFC +
wesentlich schwichere Axiome als V = L) interessant. Das ilteste Beispiel in ZFC
ist die schon in § 4 genannte R,-Gruppe von G. Higman [94]. Es folgten von

P. Griffith [90] und P. Hill [98] 8, -Gruppen fiir alle natiirlichen Zahlen n und
allgemeiner haben J. Gregory bzw. P. Eklof [52] gezeigt, da® man mit Hilfe einer
k-Gruppe auch k*-Gruppen konstruieren kann. Es ergibt sich also die Frage nach
k-Gruppen fiir singuldre Kardinalzahlen k (mit cf k < k). Hier gilt jedoch der

Singulidre Kompaktheits-Satz (S. Shelah [155, 157]). Ist k eine singulire
Kardinalzahl und ist G eine k-freie Gruppe, dann ist G auch k*-frei.

Bessere Beweise und ein allgemeineres Resultat findet man bei S. Ben David [8],
P. Eklof [50] und W. Hodges [102]. Klassische ,,Freiheitskriterien* dieser Art
wurden zuerst von S. Pontrjagin [141], S. U. Chase [11, 12] und P. Hill [96, 98,
99] bewiesen. In der Tat ist der Spezialfall cf x = 8, und cf k = 8, des Singuliren
Kompaktheitssatzes ein Resultat von P. Hill. Parallele Ergebnisse wurden wieder-
um fiir nicht-kommutative Gruppen bewiesen; [125].

Passiert man also singulire Kardinalzahlen (cf (k) < k), so wird der Nachweis von
k-Gruppen schwierig. Hier gelten zumindest noch die folgenden Sitze

(a) S. Shelah [159] (ZFC + GCH). Ist k regulir <R,2, so gibt es k-Gruppen.
Es gibt 8, +-Gruppen.

(b) S. Shelah (1985) (ZFC). Es gibt R, +1-Gruppen.

(c) T. Dodd, R. Jensen [25]. Die Nichtexistenz von k-Gruppen (k regulir)
impliziert Con (ZFC + 3 (viele) mefibare Kardinalzahlen).

(d) S. Shelah (siehe S. Ben-David [8]). Con (ZFC + 3 superkompakte Kardinal-
zahl) = (Con (ZFC + 3 2%8-Gruppen).

(e) S. Shelah, M. Magidor (1985) (siche auch [E18]). Con (ZFC + 3 w super-
kompakte Kardinalzahlen) = Con (ZFC + GCH + 3 R,,2,,-Gruppe).

Die Aussage (e) ist ohne Bedingungen an grofie Kardinalzahlen nicht beweisbar,
wie aus Arbeiten von T. Dodd und R. Jensen [25] iiber das ,,core model* folgt. Eine
Kennzeichnung der Kardinalzahlen k (durch Transversale) fiir die es k-Gruppen
gibt, findet man in [E21].

Die in V = L von J. Gregory [86] konstruierten x-Gruppen sind nicht nur k-frei,
sondern gehoren zu der wesentlich kleineren Klasse der stark x-freien Gruppen,
die evt. die Hoffnung entstehen 1if3t, da® man sie durch Invarianten charakteri-
sieren kann. Wir geben hier zwei dquivalente Definitionen stark r-freier Gruppen
(k reguldr); siehe P. Eklof [52].
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(1) Eine Gruppe G ist stark k-frei, wenn jede Teilmenge T von G mit |T| <k
in einer Untergruppe U C G mit |U| < k und G/U k-frei enthalten ist.
2) G besitzt eine k-Filtration G = ) G; wobei {G;:i € k} eine aufsteigende,
iexk
stetige Kette mit |G;| <k ist, die zusitzlich folgende algebraische Eigen-
schaften hat:
(i) G;jist frei furallei €k, G, =0.
(ii) G ist k-rein in G, d. h. G/G; ist k-frei fiir alle Nicht-Limeszahlen i € k.
Diese Gruppen tauchen natiirlich beim Whitehead-Problem auf (vgl. § 5, Satz von
Chase) und ebenso bei Aquivalenzen von Gruppen in unendlichen Sprachen L..,.
Es gilt der folgende interessante

Satz von Eklof [51]. Eine Gruppe G ist genau dann stark k-frei, wenn sie
L...-dquivalent zu einer freien Gruppe F ist; d. h. alle Sitze aus L., gelten in G
genau dann, wenn sie in F gelten.

Die Formulierung mit ,,L.,-dquivalent* kann man aufgrund eines modelltheore-

tischen Satzes (von Ehrenfeucht, Fraissé, Benda, Karp, Calais) durch die alge-

braische Definition ,,es gibt ein System von k-erweiterbaren partiellen Isomor-

phismen von G nach F” ersetzen; d. h. es gibt ein System = = {¢; : i €I} von

Isomorphismen ¢; : Dom (p;) = Im (p;) mit Dom (¢;) C G, Im (¢;) C F: Wenn

feZund F'CF,G' CGmnit |F'|, |G'| <k, dann gibt es Fortsetzungen fg D f,

fg D fvon f so, daf F' C dom (fy) und G' C Im (fg).

Anmerkung: Durch diese Definition kann man mit back-and forth-Argumenten

rechnen und es ist somit nur natiirlich, daf der Ulmsche Satz, dessen Beweis ein

,,Musterbeispiel* fiir dieses Argument ist (siehe [66, Band II, S. 63]), in L., eine

sehr schéne Form hat:

Zwei p-Gruppen haben genau dann die gleichen Ulm-Kaplansky-Invarianten,

wenn sie Ly -dquivalent sind. Fir abzdhlbare Gruppen folgt daraus die Isomor-

phie, d. h. der Ulmsche Satz, siche J. Barwise und P. Eklof [7]. Um einer erhoff-

ten Klassifikation stark x-freier Gruppen (k regulir) niher zu kommen, fithrte

P. Eklof [50] seine sog. I-Invarianten ein, die sich auch bei der Untersuchung

von p-Gruppen oder bei der Substitution von ,,frei* durch ,,Whitehead-Gruppe*

oder andere Eigenschaften als praktisch erweisen; [58], [103], [73].

Wir definieren die I'-Invarianten fiir k-freie Gruppen G: Eine k-Filtration

G= |J G; heifdt kanonisch, wenn (zusitzlich) aus G/G; nicht k-frei folgt, dafy
i€k

Gi.,/G; nicht frei ist fiir alle i € k. Wir kdnnen stets eine kanonische k-Filtration

von G wihlen und betrachten die Menge X = {i € k : G; ist nicht k-rein in G},

d. h.i € X ¢ Gj,,/G; ist nicht frei.

Die Menge X ist natiirlich keine Invariante von G. Betrachtet man allerdings

X = X modulo dem Ideal I={DCk:3cubCCkmitDNC= @} der ,,diinnen*

Mengen in k, dann ist X unabhingig von der Wahl der Filtration und I'(G) = X

ist Eklofs F-Invanante [50].

Anmerkung: Modulo I werden zwei Teilmengen von k dquivalent, wenn sie auf

einer abgeschlossenen unbeschrinkten Teilmenge (cub) von k Ubereinstimmen.

Die stationdren Teilmengen X C k sind gerade X#0(= (B) Die I'-Invariante mifdt

die Abweichung von ,,frei*, denn analog zum Satz von Pontrjagin gelten fir -
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freie Gruppen der Michtigkeit k die beiden einfachen Kriterien:
D Wenn I'(G) # 1 (= §), dann ist G stark x-frei.

[Die Umkehrung ist i. allg. falsch.]

(In) G ist genau dann frei, wenn I'(G) = 0.

Mit mengentheoretischem Zusatz gilt der schirfere

Satz von Mekler [124]. (ZFC + V = L). Ist G k-frei, |G| = k und
I'(G) # 0, so hat Ext (G, Z) maximale Michtigkeit 2.

Durch transfinite Induktion iiber die Kardinalzahlen und Verankerung am Satz
von Stein folgt daraus wieder der Satz von Shelah (§ 5, Teil (a)), day Whitehead-
Gruppen in L die I'-Invariante O haben, also nach (II) frei sind. Falls I" # 0, so
reicht — wie zu erwarten war — diese Invariante nicht zur Klassifikation aus. Als
ersten Schritt wollen wir diskutieren, welche Werte die Funktion I' annehmen
kann und anschlieflend (§ 8) werden wir unseren ,,universellen Satz von I. Kap-
lansky** fur die Klasse der stark k-freien Gruppen beweisen. Die vielen bekannten
Konstruktionsverfahren fiir stark k-freie Gruppen lassen sich m. E. am besten in
dem folgenden Lemma [125] vereinheitlichen. Dazu betrachten wir die folgende
Bedingung an eine Kardinalzahl «:

F(k) Es gibt eine freie Gruppe F der Michtigkeit k, die eine (freie) Unter-
gruppe K = (J K, mit k-Filtration {K, : » € k} enthilt, so daf F/K, frei

vVEK
fiir alle v € k und F/K nicht frei ist.

Aus der Existenz von k-Gruppen folgt F(x). Eine Teilmenge E einer reguliren Kar-
dinalzahl heifdt sparlich, wenn E N v nicht stationir in v ist fiir alle v < k; z. B. ist
{v € Ry, cf (k) = 8y} sparlich. Damit hat man alle Hilfsmittel zur Konstruktion.

Lemma von Mekler (siehe [166]). (ZFC). Sei E C k spdrlich so, daf§
F(cf (k)) fiir alle v EE gilt. Dann existiert eine stark k-freie Gruppe G der
Mdchtigkeit k mit T'(G) = E.

Aus dem Lemma folgen der eingangs genannte Satz, dafd man aus k-Gruppen
k*-Gruppen konstruieren kann sowie die Existenz von 287 nicht isomorphen
Rq-Gruppen G, (n € 8y) von Hill und Griffith. Zusdtzlich kann man I'(G,) be-
liebig # O vorschreiben; siehe [63, Theorem 1.1]. Mit Hilfe einer stark x-freien
Gruppe kann man somit 2* nicht isomorphe konstruieren. Aus der Beobachtung
von Gregory, Kueker, Mekler, Shelah, daf es bei schwach kompaktem k keine
k-Gruppen gibt, zusammen mit obigem Lemma folgt ein Korollar, das den Bild-
bereich von I' gut beschreibt.

Korollar. (ZFC + V = L). Sei E C k stationdr und k = \* eine Nachfolger-
kardinalzahl. Dann existiert eine (oder auch 2" nicht isomorphe) stark freie Grup-
pe G mit |G| = k und T'(G) = Egenau dann, wenn E N'W = 0, wobei

= {v €x: cf (v) ist schwach kompakt}.

Ferner wird durch das Lemma der Satz (a) von Shelah aus diesem Paragraphen
auf eine Eigenschaft von singulidren Kardinalzahlen in ZFC + GCH reduziert, die
in [159] bewiesen wurde; es folgt sogar die Existenz von 2% Gruppen mit (a). Also
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haben wir, analog zum Satz von L. Zippin iiber p-Gruppen, gute Informationen dar-
iiber, welche Werte I' annehmen kann und wissen, daf} I keineswegs injektiv ist. Selbst
naheliegende Verschirfungen von I' durch ,,Quotienteniquivalenz und Abschwi-
chung der Isomorphie-Klassifikation* durch ,,fast-disjunkte Klassen* (A ~ A"« 3
nicht-freie Gruppe H mit H C A, H C A') filhren zu entsprechenden Resultaten;
siche [63]. Es ist daher um so erstaunlicher, dafy man in einem Spezialfall (unten)
doch zu einer Klassifikation gelangt.

Wir beginnen dazu mit einer fast trivialen, aber interessanten Beobachtungen aus
[155]. Ist G eine nicht-freie, stark ¥ ,-freie Gruppe der Machtigkeit X, dann ist
in V=L z. B. nach dem soeben zitierten Satz von Mekler Ext (G, Z) # 0. Also
gibt es eine nicht zerfallende Sequenz 0 > Z > A - G —> 0 und A hat eine inte-
ressante Zerlegungseigenschaft: Wir sagen allgemein, dafs eine Gruppe k-freisepa-
rabel ist, wenn jede Teilmenge der Machtigkeit < k in einem freien direkten
Summanden enthalten ist. Hiufig nennt man k-freiseparabel auch k-separabel;

z. B. in dem Buch von P. A. Griffith [89]. Den Spezialfall X -freiseparabel haben
wir bereits in § 4 getroffen. Wire nun A N,-freiseparabel, so wire Z in obiger
Sequenz reine Untergruppe eines direkten Summanden endlichen Ranges, also
selbst direkter Summand, was der Wahl der Sequenz widerspricht. Daraus folgt

die Beobachtung (S. Shelah [155]). (ZFC + V = L). Es gibt stark X -freie,
nicht ®,-freiseparable Gruppen der Méchtigkeit N;.

Diese Beobachtung war Anla von zahlreichen Untersuchungen iiber x-separable
Gruppen. Auf weitere daraus resultierende Zusammenhinge zwischen Whitehead-
Gruppen, stark x-freien Gruppen, k-separablen Gruppen, coseparablen Grup-

pen . .. sei auf die Ubersichten von P. Eklof [50, 54, 55], R. J. Nunke [137] und
Erginzungen von M. Sollert [166] verwiesen. Diese Beobachtung war ferner An-
laB fiir den ersten Satz in § 8. Auflerdem ist die Shelahsche Beobachtung nicht

in ZFC beweisbar, denn es gilt ein

Satz (A. Mekler [124]). (ZFC + MA). Stark N -freie Gruppen sind
N -freiseparabel.

Immerhin kann man ¥ ,-freiseparable Gruppen der Machtigkeit X, , klassifizieren®.

Die etwas abstraktere (aber niitzliche!) Invariante wird durch ,,Filtrationsiqui-

valenz** definiert [55, 56]: Zwei 8,-separable Gruppen G, H sind filtrationsiqui-

valenz, wenn es zwei 8,-Filtrationen G= |J G;, H= (J H; und Isomorphis-

ie Ny ie Ny

men f; : G; = H; mit f;(G;) = Hj fir alle j <i <N, gibt. Man erhilt einen
,.Struktursatz** (P. Eklof [56]) in (ZFC + MA + 7'CH). R-separable Grup-

pen der Mdchtigkeit 8, sind genau dann isomorph, wenn sie filtrationsdquivalent

sind.

Aber in (ZFC + CH) gibt es filtrationsiquivalente, nicht isomorphe Gruppen dieser

Klasse.

AbschlieRend seien noch zwei (schwierige) Probleme zu diesen fast-freien Grup-
pen genannt:

Problem 9. Gibt es in ZFC ¥ ,-freie, nicht stark & ,-freie Gruppen der
Michtigkeit },? Was bedeutet ihre Existenz fiir die grofien Kardinalzahlen?
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Problem 10. Folgt fiir singuldre Kardinalzahlen k aus k*-frei auch
stark-x*-frei?

§8 Zerlegungssitze iiber abelsche Gruppen

Wir wollen uns jetzt wieder mit wesentlich algebraischeren Fragen be-
schiftigen. Es ist jedoch bemerkenswert, daf} die hier beschriebenen neueren Ent-
wicklungen (kaum noch erkennbar) ihren Anfang in der ,,fast-trivialen‘‘ Beobach-
tung von Shelah aus dem sehr mengentheoretischen § 7 nahmen: Diese Beobach-
tung fithrte zu der Frage, ob es auch stark-k-freie unzerlegbare Gruppen gibt. Die
Antwort [60] ist ein

Satz von Eklof-Mekler. (ZFC + V = L). Zu jeder reguliren, nicht schwach kom-
pakten Kardinalzahl k gibt es unzerlegbare stark k-freie Gruppen der Michtigkeit .

Der Satz von Gregory (§ 7) ist also offensichtlich ein Spezialfall und der Satz von
Eklof-Mekler wird wiederum aus einem Endomorphismenringsatz folgen.

Die Existenz unzerlegbarer Gruppen ist ein spezieller Zerlegungssatz! Unzerleg-
bare Gruppen in ZFC haben eine lange Geschichte. Beginnend mit unzerlegbaren
Gruppen beliebigem endlichen Ranges (F. Levi 1917 und A. G. Kurosch 1937)
und insbesondere vom Rang 2 von S. Pontrjagin [140] (1934) sind immer grofiere
unzerlegbare Gruppen konstruiert worden. Historische Schranken waren 2, 250
(Baer [4], De Groot, A. Hulanicki 1958, E. Sasiada 1958), die Kardinalzahl pXl
(L. Fuchs 1957), die erste streng unerreichbare Kardinalzahl (Fuchs, Corner 1969)
und die erste mefibare Kardinalzahl (Fuchs [67]) bis S. Shelah [153] schlieBlich unzer-
legbare Gruppen ohne Michtigkeitseinschrinkung konstruierte. Alle diese Resultate,
eine historische Beschreibung finden wir in L. Fuchs [66, Band I1] sind nun Spezial-
falle der noch zu beschreibenden Zerlegungssitze in ZFC + V = L bzw. ZFC.
Exemplarisch betrachten wir folgende zwei Fragen, die auch beantwortet werden
sollen:

Zu welchen Kardinalzahlen k (endlich oder unendlich) gibt es unzerlegbare, tor-
sionsfreie abelsche Gruppen vom Range «?

— sowie ein Problem (72) in L. Fuchs [66, Band II, S. 183] —

Zu welchen Kardinalzahlen k gibt es superzerlegbare oder allgemeiner k-zerleg-
bare Gruppen (vom Range k)?

Eine Gruppe heifdt k-zerlegbar, wenn jeder von O verschiedene direkte Summand
eine direkte Summe von k nicht-trivialen Summanden ist. Insbesondere ist 2-zer-
legbar = superzerlegbar; siche § 2.

Zur Konstruktion superzerlegbarer Gruppen soll dabei wieder der Nobelingsche
Ring herangezogen werden!

Die vereinheitlichende Untersuchung dieser Fragen geschieht mit Hilfe des Endo-
morphismenringes, eine Methode die ,,im Prinzip* seit langem in der Algebra —
etwa durch den Beweis des Satzes von Artin-Wedderburn — bekannt ist, jedoch
erst sehr genial seit 1962 von Corner [13, 14, 15, 16, 17, 18, 19] zur Konstruk-
tion von abelschen Gruppen mit vorgeschriebenen Zerlegungseigenschaften be-
nutzt wurde, siehe § 2. Die Methode basiert auf folgendem elementaren Zusam-
menhang zwischen Gruppe G und Endomorphismenring End G:
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G End G

endliche direkte Zerlegung Zerlegung von 1 =id in eine end-
liche orthogonale Summe von
Idempotenten

unzerlegbar Es gibt keine Idempotente # 0, 1

superzerlegbar Es gibt keine primitiven Idem-
potente

Automorphismengruppe Einheitengruppe

Die Liste wird spiter durch topologische Aussagen erginzt.
Das Problem der Existenz von Gruppen mit vorgeschriebenen Zerlegungen
zerfillt damit in zwei Teile:

(1) Man realisiere eine moglichst groe Klasse von Ringen als Endomorphis-
menringe.

(2) Suche realisierbare Ringe, die die entsprechende Idempotenteneigen-
schaft haben.

Elementare Argumente zeigen, da} die Ringe Z/pZ ® Z/pZ,Q® QundJ,®J,
(aus Dimensionsgriinden) nicht Endomorphismenringe sind. Wir schliefien genau
diese Gegenbeispiele durch folgende Definition aus: Fiir eine abelsche Gruppe G
sind dquivalent:

(a) G ist cotorsionsfrei, d. h. 0 ist die einzige in G enthaltene Cotorsions-
gruppe. (Cotorsionsgruppen wurden von D. K. Harrison eingefiihrt, sie
sind genau die epimorphen Bilder algebraisch kompakter Gruppen; siche
L. Fuchs [61, Band I, S. 234, Proposition 54.1]).

(b) Z/pZ*, Q*, J; sind keine Untergruppen von G fiir alle Primzahlen p # 1.

(c) G ist torsionsfrei und enthilt keinen zu Q, J, isomorphen direkten Sum-
manden.

(d) (End G)* ist cotorsionsfrei.

Diese Gruppenklasse spielte zuerst bei der Untersuchung nicht-kommutativer
Gruppen eine Rolle [69]. Die Aquivalenz findet man in [33], wobei [79] verwen-
det wurde. Der Zusammenhang mit § 4 und § 5 ist offensichtlich: Reduzierte,
separable oder 8;-freie Gruppen oder schlanke Gruppen sind wegen des Satzes
von Nunke aus § 4 cotorsionsfrei. Cotorsionsfreie Gruppen sind bei der Unter-
suchung torsionsfreier Gruppen fundamental wichtig: z. B. sind unzerlegbare
Gruppen der Michtigkeit > 280 wegen (c) notwendig cotorsionsfrei. Sie haben
auch eine Schliisselrolle bei der Untersuchung von Moduln iiber kommutativen
(und nicht kommutativen) Ringen; siche § 9 und [20] [35] [76] [77] und [78].
Die Voraussetzung iiber den Ring R im Satz von Corner (§ 2) ist gerade: ,,R* ist
abzihlbar und cotorsionsfrei‘‘. Neuerdings kann man in ZFC die Abzahlbarkeit
beseitigen, was schon vor 20 Jahren erhofft wurde [13].

Satz (M. Dugas, R. Gobel [35]). (ZFC). Fiir einen Ring R sind dquivalent:
) R* ist cotorsionsfrei.
2) Es gibt eine (beliebig grofie) cotorsionsfreie Gruppe G mit End G == R.

Die Beweismethoden benutzen ein Kardinalzahlargument, das S. Shelah [154)
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schon 1975 zur Konstruktion ,,im wesentlichen‘‘ unzerlegbarer p-Gruppen ein-
gefiihrt hatte. Es schliefen sich zwei Fragen [71] an:

@ (a) Fiir welche Kardinalzahlen |G| gilt obiger Satz?
(b) Gibt es zu obigem Satz zu einer Kardinalzahl k = |G| starre Systeme
G; (i €I) mit End G; = R, |G;| = k maximaler Grofe |I]| = 2%? (vgl. § 4
zu starren Systemen).

(489) Wie frei kann G in dem Satz sein?

Das schirfste Resultat zu (II) erhdlt man in L.

Satz (M. Dugas, R. Gobel [33]). In (ZFC + V = L) sind fiir einen Ring R
dquivalent:

N R* ist cotorsionsfrei.
2) Fiir jede regulire, nicht schwachkompakte Kardinalzahl k > |R| gibt es
einen stark k-freien R-Modul G mit End G = R und |G| = k.

Ist R* insbesondere frei, so ist auch G stark k-frei. Die mengentheoretische Vor-
aussetzung V = L kann wesentlich abgeschwicht werden; siehe [33]. Fiir Kon-
struktionen < 280 kann z. B. V = L durch eine schwache Form von CH nimlich
2%0 < 2%1 ersetzt werden. Die benutzten mengentheoretischen Methoden sind
Jensenfunktionen, ¢, bzw. das schwache Karoprinzip von K. Devlin und S. Shelah
[23]. Realisiert man z. B. R = Z, so folgt mit unserer Tabelle aus dem letzten Re-
sultat der zu Beginn dieses Paragraphen zitierte Satz von Eklof-Mekler, und ins-
besondere J. Gregorys Satz aus § 7. Frage (I)(b) kann ebenfalls positiv beant-
wortet werden. Dieser Realisierungssatz macht klar, day in ZFC + V = L stark
k-freie Gruppen so pathologisch wie nur denkbar sind und den ,,universellen Satz
von . Kaplansky** erfiillen. Mit Hilfe eines neuen kombinatorischen Lemmas von
S. Shelah [164], [165] das auf [152, Kap. VIII, Theorem 2.6] basiert, kann man
auch in ZFC die Frage (I) befriedigend beantworten:

Satz (A. L. S. Corner, R. Gobel [20]). Sei R ein Ring mit cotorsionsfreier
additiver Gruppe R*. Dann gibt es fiir j e d e Kardinalzahl k = |R|R0 ein (maxi-
males) starres System G; (i € 2) cotorsionsfreier Gruppen der Michtigkeit k mit
End G; = R (vgl. auch § 8).

Wenn R” frei ist, konnen die G; nach [77] auch ®,-frei gewihlt werden. Ebenso
erhdlt man zu vorgeschriebenem R auch echte halb-starre Klassen in ZFC und
echte starre Klassen in (ZFC+ V =1).

Die zweite Aufgabe, also die Konstruktion von Ringen, ist in vielen interessanten
Fillen liangst gelost. Um unzerlegbare Gruppen zu konstruieren, realisiere man

z. B. R = 2Z;siehe [28] [70] und die Folgearbeit [162]. Um Gegenbeispiele zu den
Kaplanskyschen Testproblemen in allen Kardinalzahlen zu erhalten, realisiere
man z. B. Corners Ring [ 18] oder einfach den Endomorphismenring eines der
bekannten alten Beispiele. Exemplarisch sei das folgende neue Korollar aus [20]
genannt, das Kaplanskys Testprobleme weit umfafit:

Sei I' eine abelsche Halbgruppe. Dann gibt es cotorsionsfreie Gruppen G, (y €T)
so, daf} fur alle o, 38, vy €T gilt:

G, ® Gg= G, genau dann, wenna + = .
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Im gleichen Sinne wie Zerlegungseigenschaften, kann man mit unserer Tabelle
Automorphismengruppen vorschreiben. Allgemein 143t sich zeigen [72], dafy

alle endlichen Gruppen, die als Automorphismengruppe einer torsionsfreien
Gruppe auftreten, in jeder unendlichen Kardinalzahl x auf 2* nicht isomorphen
Gruppen der Michtigkeit « realisiert werden. Damit ist eine Altere Frage aus dem
,,Kourovka Notebook‘“ [116] bzw. von J. T. Hallet und K. A. Hirsch [91] voll-
stindig beantwortet.

Wir wollen schlieBlich den Ring B = By, von G. Nobeling benutzen, um
superzerlegbare Gruppen zu konstruieren. Aufgrund unserer Tabelle benotigen
wir einen Ring ohne primitive Idempotente, der realisierbar ist. Nun hat B aber
sehr viele solche Idempotente! Diese dividieren wir heraus und erhalten
R = B/Z®0_Alle Elemente # 0 haben in R unendlichen Tréiger und k6nnen
daher nicht primitiv sein. Da Z&® Speckersch im Sinne von [134] ist, hat R
nach dem Satz von Nobeling aus § 3 eine freie additive Gruppe. Weil |R| > 8,
eignet sich Corners Satz aus § 2 nicht zum Realisieren und wir verwenden eine
seiner obigen Verallgemeinerungen: In ZFC finden wir zu allen unendlichen
Kardinalzahlen k superzerlegbare Gruppen der Michtigkeit k und in ZFC+V =L
fir alle reguldren nicht schwachkompakten k > R, stark x-freie superzerlegbare
Gruppen.

Mit den benutzten Methoden kann man in ZFC zu einer cotorsionsfreien
Gruppe B mit B* = 0 immer eine Gruppe A konstruieren, so daft Hom (A, B) = 0.
Falls ZFC + V = L vorausgesetzt ist, sind derartige Gruppen A 1i. allg. sogar stark
k-frei, also folgt aus Kardinalzahlgrinden |B| <k = |A| auch Hom (B, A) = 0.
Das zweite Argument ist in ZFC nicht anwendbar und fithrt zu folgendem allge-
meinen

Problem 11. Gibt es zu A mit A* = 0 eine Gruppe B so, dafy
Hom (A, B)= 0.

Die soeben behandelte Klasse der superzerlegbaren Gruppen ist ein Spezialfall

der k-zerlegbaren Gruppen. Es ist klar, da} die genannten Realisierungssitze zur
Gewinnung k-zerlegbarer Gruppen fiir unendliches k ungeeignet sind: Unendliche
(direkte) Summen sind algebraisch im Endomorphismenring nicht beschreibbar,
sondern bendtigen topologische Hilfsmittel! Eine algebraisch gut definierbare
und schon oft — z. B. in Hasses ,,Zahlentheorie* — genutzte Topologie ist die sog.
endliche Topologie, die in Analogie zur Topologie der linearen Operatoren auf
einem Hilbertraum entstand: Ein Umgebungssystem von 0 € End G besteht aus
allen Annihilatoren Ann E ={0 € End G, Eo = 0} aller endlichen Teilemengen E
von G.

Seine Elemente Ann E sind Rechtsideale von End G, und sie erzeugen eine voll-
standige, Hausdorffsche, lineare Topologie auf End G; siehe z. B. L. Fuchs [66,
Band II, S. 221, Theorem 107.1]. Der topologische Ring End G ist diskret, wenn G
endlich erzeugbar ist. Lieberts Charakterisierung [ 121] der Endomorphismenringe
von p-Gruppen basiert ebenfalls auf der endlichen Topologie.

Der diskrete Realisierungssatz cotorsionsfreier Gruppen kann zu einem topolo-
gischen Realisierungssatz erweitert werden, was eine Frage von A. L. S. Corner
[15] beantwortet.
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Topologischer Realisierungssatz (M. Dugas, R. Gobel [37]). Fiir einen
Ring R sind dquivalent:

(1 R ist ein volistindiger, Hausdorffscher topologischer Ring mit einer Basis
der 0 aus Rechtsidealen 1 so, daf} R/ eine cotorsionsfreie Gruppe ist.

(2) Es gibt eine cotorsionsfreie Gruppe G so, daf R als topologischer Ring
zu End G mit der endlichen Topologie (topologisch und algebraisch)
isomorph ist.

In [20] wurden zusitzlich alle Kardinalzahlen k > |R|® realisiert (d. h. |G| = k),
wobei N die Machtigkeit einer Umgebungsbasis von 0 € R ist.

Um k-zerlegbare Gruppen zu konstruieren, bendtigen wir also nur noch
einen passenden topologischen Ring! Dieser wurde von Corner bereits vor einigen
Jahren konstruiert und 1983 publiziert [ 19]. Wir beschreiben seine Konstruktion,
verweisen aber fiir den Nachweis der ,,ringtheoretischen x-Zerlegbarkeitsbedin-
gung* in Form von unendlichen Summen orthogonaler Idempotenter auf [19].
Sei |I| =|J| =k und P die Menge aller endlichen Teilmengen von I x J sowie

S= @ fgZfreierzeugt. Vermoge fg - fr = fgp wird S ein kommutativer Ring
EE€P

Ist C eine endliche Teilmenge von I, so erzeugt die Menge {fz: E & C x J} ein
Ideal I¢c von S und alle derartigen Ideale I definieren eine 0-Umgebungsbasis und
somit eine Hausdorff-Topologie 7 auf S. Die Vervollstindigung R von S mit den
Vervollstindigungen J¢ von I¢ bzgl. 7 ist der gewiinschte topologische Ring. Die
Quotienten R/J¢ sind frei und R ist kommutativ. Fiir jede Kardinalzahl k > R,
erhalten wir k-zerlegbare, 8 -freie Gruppen. Fiir k regulir, nicht-schwach kom-
pakt kdnnen diese Gruppen in ZFC + V = L sogar stark k-frei gewihlt werden.
Hierzu benutzen wir einen entsprechenden topologischen Realisierungssatz in
ZFC+ V =1L;vgl [74].

Da der Cornersche topologische Ring nicht gerade sehr einfach ist, wire es wiin-
schenswert, dieses Resultat mit dem Nobelingschen Ring herzuleiten. Dabei ent-
steht das folgende

Problem 12. Sei R, = B,/(Z<* N B,). Man finde zu dem Ring R, eine
lineare, Hausdorff-Topologie die durch Ideale J mit R, /J* cotorsionsfrei als O-
Umgebungsbasis erzeugt wird und so, da} die entsprechenden Vervollstindi-
gungen R, /J = R/J. Ferner soll R, die Bedingung (+) erfiillen:

+) Zu0#x € RK gibt es eine l-summierbare Familie orthogonaler Idem-
potente ¢; (i € k) mit xe; # O fiir alle i € k.

Aufgrund des topologischen Realisierungssatzes reduziert sich auch das alte

Problem von P. Crawley und B. Jénsson [21] iiber die Austauscheigenschaft auf

eine ringtheoretische Konstruktion: Es sei daran erinnert, dal eine Gruppe G die

k-Austauscheigenschaft hat, wenn firGe C=A mit A= @ A; Untergruppen

i€k

Ci € A, gefunden werden konnen, so daB A=G e @ C;. Das ist der gruppen-
i€k

theoretische Rest des Austauschsatzes von Steinitz. Die schirfste Form des

Crawley-Jonsson-Problems ist es, zu gegebenen Kardinalzahlen k < p eine Gruppe
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G zu finden, die die k-Austauscheigenschaft aber nicht die p-Austauscheigenschaft
hat. Der Ubergang zu einem ringtheoretischen Problem geschieht mit dem topo-
logischen Realisierungssatz und einem Lemma von Corner (1966, unveroffent-
licht), nach dem sich die k-Austauscheigenschaft im Endomorphismenring mit

der endlichen Topologie beschreiben lif3t. Dieses Lemma wurde kiirzlich unab-
héngig von B. Zimmermann-Huisgen und W. Zimmermann [179] gefunden und

ist dort als Proposition 3 zuginglich. Damit wird aus dem Crawley-J6nsson-Pro-
blem das ringtheoretische

Problem 13. Seien k < p Kardinalzahlen. Finde einen Ring R mit einer
durch Rechtsideale J; (i €I) als Umgebungen der 0 definierten linearen, voll-
stindigen Hausdorff-Topologie 7 so, daft R/J; cotorsionsfrei firr alle i €I ist.
Ferner gelte

(k) Zu jeder bzgl. T summierbaren Familie f, €R (i € k) mit Y. fi=1 gebe
i€k

es paarweise orthogonale Idempotente e; € Rf, mit Y. e;= 1.

i€«
Die Bedingung (p) ist nicht erfiillt.
Der Spezialfall k = 2 und p = &, ist schon interessant genug! Obwohl es einige
positive Resultate zum Crawley-Jdnsson-Problem gibt (z. B. [179]), ist das Pro-
blem sicherlich ,,richtig* gestellt.
Schliefilich wollen wir die in § 4 behandelten N,-freien separablen Gruppen mit
Hilfe der Endomorphismen betrachten, um etwas fiir unser Leitmotiv, den ,,uni-
versellen Satz von . Kaplansky*‘ zu tun.

Aus der Definition separabel folgt, da® Endomorphismen mit endlich
erzeugtem Bild ,,unvermeidlich* sind. Daher sei Ines G = {0 €End G : Im o ist
endlich erzeugt}. Diese Menge ist ein zweiseitiges Ideal von End G und gehort
zu einem allgemeinen Konzept, das in § 9 erortert wird! Analog zum Satz von
Baer-Kaplansky (siehe z. B. L. Fuchs [66, Band II, S. 224] bestimmt Ines G die
zugrundeliegende separable Gruppe. Wie im § 9 noch klarer wird, ist es dann
sinnvoll, einen vorgegebenen Ring nur durch End G/Ines G zu realisieren. Dies
ist fiir separable X ,-freie Gruppen wegen des folgenden Satzes auch moglich.

Satz [41]. Sei R ein Ring mit R* = @ «Z frei. Ist R die Z-adische Ver-

a €k

vollstindigung von R, dann sei RN [T oz ein R-Teilmodul von R. Dann gibt

aE K

es eine N-freie, separable Gruppe G mit End G = R @ Ines G fiir alle |G| = |R|}o,

Aus dem Realisierungssatz erhalten wir mit den ,,Standardringen* alle nur denk-
baren separablen X ,-freien Gegenbeispiele zu den Kaplanskyschen Testproble-
men, also z. B. GEG® Gund G =G & G o G. Zu jeder Kardinalzahl k = 2%0
gibt es ,,im wesentlichen‘ unzerlegbare N,-freie separable Gruppen der Michtig-
keit k, die nur absplittern, was sie diirfen und was unvermeidlich ist, nimlich
endlich erzeugbare freie direkte Summanden. Unsere Arbeitshypothese aus § 4
wird also weitgehend bestitigt.
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§9 Verallgemeinerung der Zerlegungssitze in ZFC, Ausblicke

In diesem Schluf3paragraphen wollen wir auch nicht-torsionsfreie Gruppen
beriicksichtigen und darstellen, wie weit sich einige der Resultate aus § 8 auf all-
gemeine Modulkategorien iibertragen. Zu § 5 sei nur bemerkt, daf’ sich die Sétze
zum Whitehead-Problem fiir Moduln iiber Dedekindringen der Machtigkeit <N,
beweisen lassen. Wir interessieren uns jedoch besonders fiir die Endomorphismen-
ringsitze. Diese sollen einheitlich fir torsionsfreie, gemischte Moduln und Tor-
sionsmoduln bewiesen und dargestellt werden:

Wir beschreiben zunichst die Modulkategorie. Sei R ein kommutativer
Grundring mit 1 # 0, der eine abzihlbare, multiplikativ abgeschlossene Teil-

menge S mit () sR = 0 besitzt. Die S-Topologie auf einem (rechten) R-Modul
sES

G wird durch die 0-Umgebungsbasis {Gs : s € S} erzeugt. Der Modul G ist S-re-

duziert (Hausdorff), wenn () Gs =0 und G sei seine S-Vervollstindigung. Fer-
sES

ner ist G S-torsionsfrei, wenn Multiplikation mit s € S injektiv ist und G ist S-
torsion, wenn 0 € gS fiir alle g € G. Der Torsionsanteil tG wird bzgl. S gebildet,
und wir unterschlagen jetzt das Prifix S.

Die zu realisierende R-Algebra A soll als R-Modul stets reduziert und tor-
sionsfrei (bzgl. S) sein. Sollen Torsionsmoduln konstruiert werden, so verlangen
wir ferner die Existenz eines (nicht notwendig primen) Elements p € R, so daf
S={p":nEw}l

Die Grundidee beim Beweis eines Realisierungssatzes — schon bei Corners
[13] erstem Resultat — ist es, Endomorphismen eines geeigneten A-Moduls G
durch Hinzunahme neuer Erzeugender zu vernichten. Fiir einige ,,widerstands-
fahige* Endomorphismen (abhiangend von den gewiinschten Moduln G), z. B. fiir
0, oder allgemeiner fiir Skalarmultiplikation mit a € A wird dies nicht gelingen.
Welches sind diese widerstandsfahigen Endomorphismen? Diese Frage fiihrt auf
das vereinheitlichende Konzept Ines G aller unwesentlichen (inessential) Endo-
morphismen von G: Ist G reduziert, so ist G S-adisch dicht in der Vervollstindi-
gung G und jeder Endomorphismus o von G besitzt eine eindeutige Fortsetzung
6 € End G, vgl. [123]. Die Menge {0 € End G, Gé C G} ist ein zweiseitiges Ideal
Ines G von End G; seine Elemente lassen sich nicht durch Erweiterung in G ver-
nichten. Wir erhalten einen fiir alle drei Modulkategorien (torsion, torsionsfrei,
gemischt) giiltigen Satz. Wir zitieren ihn deshalb als

Universalsatz [20]. Sei A eine R-Algebra, die obige Bedingung erfiillt und
k eine Kardinalzahl = |A|*°. Dann gibt es einen R-Modul G vom Rang k (wunsch-
gemdps, torsion, torsionsfrei oder gemischt) so, dafy End G = A @ Ines G.

In [72] konnten wir zeigen, dafd es zu k stets ein (maximales) starres System
{G;:1 € 2"} mit End G; = A @ Ines G; und Hom (G;, G;) = Ines (G;, G;) fiir alle
1 j € 2% gibt.

Der Universalsatz 14f3t sich ebenfalls zu einem topologischen Realisierungssatz
(wie in § 8) erweitern [20]. Wir bestimmen nun Ines G fiir torsionsfreies oder
gemischtes G oder falls G torsion ist, [20].
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Ist G torsion, so nennt man nach R. S. Pierce einen Homomorphismus ¢ von

G klein, wenn es zu jedem m € 8 ein n € 8, existiert mit p"G[p™]o = 0. Dabei
ist G[s] = {g €G, gs = 0}, wie iiblich, der s-Sockel von G. Kleine Homomorphis-
men sind bestens untersucht; siehe L. Fuchs [66, Band I, II]. Fiir unseren Tor-
sionsmodul G gilt: .

Ines G ist genau das Ideal Small G aller kleinen Homomorphismen.

Ist G im Universalsatz gemischt, so kann man zeigen, daf®

InesG={0 €End G,Es€S,0s=0}=tEnd G.

Also ist Ines G der Torsionsanteil von End G, vgl. auch [29].

Dieser ,,gemischte Realisierungssatz‘ kann durch ein Resultat fiir abzihlbare
gemischte Gruppen erginzt werden [40]. Im torsionsfreien Fall verallgemeinern
wir cotorsionsfrei fiir R-Moduln durch die Forderung Homg (R, G) = 0. Ist die
Algebra A ein cotorsionsfreier R-Modul, dann ist auch der R-Modul G im Uni-
versalsatz cotorsionsfrei. Daraus folgt im torsionsfreien Fall fiir cotorsionsfreie
Algebren A:

InesG=0

und die Realisierung ist exakt End G = A.

Ist R z. B. ein volistindiger diskreter Bewertungsring, so sind cotorsionsfreie
Moduln offensichtlich 0. In diesem Fall muf3 man also die Bedingungen an A ab-
schwichen: Die vollstindigen Teilmoduln von Ay sollen endlichen Rang haben.
Der in diesem Fall aus dem Universalsatz gewonnene Modul hat die gleiche Eigen-
schaft, folglich ist

Ines G = {0 € End G, Im ¢ hat endlichen Rang},

vgl. [30].

Der Endomorphismensatz fiir separable RX,-freie Gruppen aus dem letzten Para-
graphen kann nach dem gleichen einheitlichen Konzept hergeleitet werden, in-
dem man die dort gegebene Kennzeichnung von Ines G aus dem Universalsatz
berechnet.

Der Universalsatz umfafdt also seine Vorginger [34, 35, 36], [164, 165]. Die
Anwendungen von A @ Ines G = End G sind dhnlich wie bei der exakten Reali-
sierung, wobei Ines G die fiir die untersuchte Modulkategorie typischen Eigen-
schaften widerspiegelt. Dies soll am Beispiel der p-Gruppen kurz erlidutert werden.
Aus dem Universalsatz folgt das

Korollar. Fiir einen Ring A sind dquivalent:
n Es gibt eine (separable) p-Gruppe G mit

EndG=A®Small G

2) Fiir alle Kardinalzahlen k = | A|R0 gibt es ein starres System G; (i € 2¢)
separabler p-Gruppen mit |G;| = k, End G; = A ® Small G fiir alle
i#j€2

3) A erfiillt die Pierce-Bedingung, d. h. A* ist die p-adische Vervollstindigung
eines freien Moduls iiber den p-adischen Zahlen.
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Diese Aquivalenz ist ein Satz in M. Dugas, R. Gobel [34], wobei wir die Kardinal-
zahlen « in (2) nur aus einer echten Klasse recht grofier Kardinalzahlen gewihlt
haben. Die fehlenden Kardinalzahlen k wurden durch ein schénes kombinato-
risches Lemma (mit Baumkonstruktionen) von S. Shelah [164, 165] aufgefiillt.
Diese ,,Shelahsche Black Box‘ wurde auch in [20] benutzt und den dort auftre-
tenden ,,algebraischen Bediirfnissen* angepafit. Hat der A zugrundeliegende
freie J,-Modul hochstens abzéhlbaren Rang, dann ist (3) = (1) ein &lterer Satz
(1969) von Corner [16]. Wihlen wir z. B. A = J,, so erhalten wir beliebig grofse
,,im wesentlichen unzerlegbare** p-Gruppen G, d. h. jede direkte Summe

G = C @ D hat einen beschrinkten Teil, also nC = 0 oder nD = 0 fiir ein n. Dies
liegt an Ines G = Small G! Denn jedes Idempotent m € Small G ist nach Defini-
tion ,,klein‘‘ beschrinkt! Die dadurch gefundene Existenz beliebig grofler, im
wesentlichen unzerlegbarer p-Gruppen ist wiederum ein élterer Satz (1975) von
S. Shelah [154]. Ausgehend von dem Realisierungssatz cotorsionsfreier Ringe in
(ZFC+ V =1L)in § 8, konnen wir hier die Frage anschlief3en, ob man p-Gruppen
,,fast-frei‘‘ wihlen kann und den parallelen Satz zu obigem Korollar in

ZFC + V = L fir diese spezielleren p-Gruppen erhilt. Die positive Antwort ist
ein neues Resultat in [39]. Analog zu stark k-frei definiert man fiir p-Gruppen
stark k-zyklisch (indem man frei durch ,,direkte Summe von zyklischen p-Grup-
pen‘‘ ersetzt), vgl. § 7. Dann gilt der folgende Satz (ZFC + V = L): Ein Ring R
geniigt genau dann der Pierce-Bedingung, wenn es zu (jeder) reguliaren, nicht
schwach kompakten Kardinalzahl k > |R| eine stark k-zyklische p-Gruppe G
der Michtigkeit k mit End G = R ® Small G gibt. Obwohl der mengentheore-
tisch statistische Teil des Beweises parallel zum torsionsfreien Fall verlauft, ist
der algebraische Teil wesentlich ,,aufwendiger*‘; vgl. [33] und [39].

Im cotorsionsfreien Fall erhalten wir aus dem Universalsatz die

Folgerung. Sei R obiger Grundring. Dann sind fiir eine R-Algebra A
dquivalent:

n A ist cotorsionsfrei.
) Zu jeder Kardinalzahl k = |A[|"0 gibt es einen cotorsionsfreien R-Modul
G der Michtigkeit k und End G = A.

Ohne die genaue Kardinalzahlbedingung in (2) wurde die Folgerung in [35] be-
wiesen. Es ist bemerkenswert, dafd die Folgerung fiir Dedekind-Grundringe R
genau dann gilt, wenn man die offensichtlichen Ausnahmen ausschlieft. R ist
kein Korper und kein vollstindiger diskreter Bewertungsring, siche [35]. Eben-
falls durch Anwendung zusitzlicher klassischer, algebraischer Argumente (wie
Lokalisierung, Untersuchung des Jacobson radicals) auf obige Folgerung erhilt
man das schone

Korollar (P. Jambor [109] (1984)). Fiir einen beliebigen noetherschen,
kommutativen Ring mit 1 # 0, der kein Korper ist, sind dquivalent:
@)) Es gibt keine superzerlegbaren R-Moduln.
) Es gibt keine unzerlegbaren R-Moduln = |R|®0,
(3) R ist endliches Produkt von vollstindigen, diskreten Bewertungsringen
und artinschen Hauptidealbereichen.
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Auflerdem erhalt man aus obigem Realisierungssatz die gewiinschten Beispiele
zu Kaplanskys Testproblemen. Obwohl damit insbesondere das Existenzproblem
fir beliebig grofle unzerlegbare Moduln iiber ,,fast-vollstindige Bewertungsringe*
im Sinne von N. Nagata [139, S. 206, Example (E3.1)] gelst ist, bleibt kurioser-
weise folgendes ungelostes

Problem 14. Gibt es zu jeder natiirlichen Zahl n bzw. n = 8, und jedem
unvollstindigen Bewertungsring einen unzerlegbaren Modul vom Range n?

Hier muf3 man zwischen Rang und minimalem Erzeugendensystem unterscheiden!
In [174] konnte R. B. Warfield zu diesem Problem zeigen, daf jeder lokale (kom-
mutative) Ring (mit genau einem maximalen Ideal), der kein Bewertungsring ist
(der Idealverband ist nicht linear), zu jedem n > 0 unzerlegbare, endlich erzeugte
(sogar endlich prisentierbare) Moduln besitzt, die nicht von < n Elementen er-
zeugt werden.

SchlieBlich wollen wir noch anmerken, da} die bisher diskutierten Mo-
duln von Ringen mit abzdhlbarer, multiplikativ abgeschlossener Menge S C R
herkommen. Falls |S| > X, versagen die benutzten topologischen Methoden.
Trotzdem ist es moglich, die meisten Realisierungssitze auf iiberabzihlbares S
zu erweitern. Es gilt z. B. der folgende

Satz. Sei R ein kommutativer Ring und S eine multiplikativ abgeschlos-
sene Teilmenge von R. Dann sind fiir eine torsionsfreie R-Algebra A dquivalent:

1) A enthdlt keine algebraisch kompakten Teilmoduln # 0.
2) Es gibt R-Moduln G mit End = A.

Der ,,lokale Fall*“ dieses Satzes ist das Hauptresultat in [77] und der allgemeine
Satz wird aus einem Resultat in [78] folgen (das auch gewisse nicht-kommutative
Ringe R einschlieft) und einen Zerlegungssatz (Theorem 3.6, 8.7) [156] umfafit:
Es sind dquivalent

(a) Jeder R-Modul ist direkte Summe abzihlbar erzeugter R-Moduln.

(b) Es gibt eine reguldre Kardinalzahl k > |R| und jeder R-Modul ist direkte
Summe von R-Moduln der Michtigkeit < k.

(c) Jeder R-Modul ist rein-injektiv.

Nach dem Satz von Faith-Walker (siehe [1], S. 293, Theorem 25.8) ist R dann
rechts noethersch (und rein-injektiv).
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Nachtrag vom 18. 08. 1985

Erginzungen zu § 3. Das Problem 1 wurde inzwischen von J. Steprans
[E24] gelost. Jede Gruppe mit diskreter Norm ist (wie erwartet) frei.

Ergiinzungen zu § 4. Das Problem 4 wurde von K. Eda und H. Ohta [E6]
positiv entschieden: Es gibt sction in ZFC Gruppen A mit |A| < R, (= erste meft-
bare Kardinalzahl) und nicht reflexivem Dual A*:

Ist X ein hausdorffscher, topologischer Raum, dann sei C(X, Z) der Ring aller ste-
tigen Funktionen auf X mit Werten in Z versehen mit der diskreten Topologie. Die
in Problem 3 genannte Reid-Klasse ist eine echte Teilklasse der Gruppen C(X, 2),
siche [E4]. K. Edas nach Problem 3 genanntes Beispiel A ist von der Form C(Q, Z).
Durch klevere Wahl des topologischen Raumes X erhilt man die gewiinschte Gruppe
C(X, Z) mit nicht reflexivem Dual. Der Raum X =S U {w, } ist dafiir ein Beispiel,
wobei X C w; + 1 mit der induzierten Ordnungstopologie von w, + 1 versehen ist
und S C w, und w,\ S stationir sind. Ein interessantes Nebenprodukt sind Kenn-
zeichnungen algebraischer Eigenschaften der Gruppe C(X, Z) durch (iibersichtliche)
topologische Bedingungen an X. In [E9] wurde obiges Beispiel von K. Eda und

H. Ohta durch eine Gruppe A mit |A| < R, ersetzt bei der Konstruktion und
Nachweis, daft A* nicht reflexiv ist, ohne topologische Hilfsmittel gefithrt sind.
Wenn man induktiv A*"*1 = (A*") definiert, dann ist fiir obiges Beispiel A auch
A*" nicht reflexiv. Eine Gruppe G heife stark nicht reflexiv, falls sogar G % G**.
Insbesondere ist also die Auswertungsabbildung kein Isomorphismus. In (ZFC +CH)
haben P. Eklof, A. Mekler und S. Shelah [E9] kiirzlich eine Gruppe A der Michtig-
keit 8, gefunden, so da8 A nicht reflexiv, aber A*" = A*"*2 C Z¢ fiir allen > 1
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ist. In ZFC + ¢, kann man mehr beweisen [E9]: Es gibt X,-Gruppen A mit
[(A*) # 1"(A"‘“+ 2) fiir alle n. Insbesondere ist A*" stark nicht reflexiv. Die
I-Invarianten sind in § 7 definiert. Das gel6ste Problem 4 fiihrt zu dem bisher
unbeantworteten schirferem

Problem 4*. Gibt es in ZFC Gruppen A mit |A| < 8,, so, daB A* nicht
stark reflexiv ist?

Ein Beispiel der Michtigkeit N, ist das Produkt Z%m, da (Z%m)* = 2() mit k > R,,.
Eine Variante von Problem 4* ist die Frage nach der Existenz von Gruppen A mit
A* N,-separabel (siche § 7), reflexiv, aber nicht frei. Diese Frage ist in (ZFC + V =L)
und auch in (ZFC + MA) positiv entschieden [E9]. Aligemeinere Resultate iiber
reflexive Moduln findet man in [E17] und [105].

Eine Analyse der in § 4 definierten ,,Schlankheit* fithrte in [E5] zu der folgenden
in (ZFC + 7'CH) unentscheidbaren Aussage:

Fiir alle U C Z* mit |U| < 2%0 und alle unabhingigen Elemente {u, : n € w} C U
existiert ein Homomorphismus ¢ : U - Z mit supp (¢) = {n : ¢(u,) # 0} endlich.
Der ebenfalls in § 4 genannte Satz von U. Felgner und K. Schulz [64], daf® die
Nobelingsche Gruppe B in (ZF + Determiniertheitsaxiom DC) nicht frei ist, wurde
von B. Wald [E26] inzwischen verschirft und erginzt:

In (ZF + DC) bildet die Nobelingsche Gruppe B = By, keine Ausnahme unter den
monotonen Gruppen: Es gilt (ebenfalls) B* = Z(}o); aber trotzalledem ist B schlank.
Die in § 4 diskutierte zugehorige Klasse B (der B- schlanken Gruppen) enthilt Z —
in ZFC ist B ={0} wegen des Satzes von G. Nobeling; siche § 4. In (ZF + DC) sind
aber auch alle Ringe R mit |R| < ¥, oder R C R schlank; z. B. sind die Kérper Q
und R schlank, was fiir die Linearformen nach R auch (R“)* = R() impliziert.
Die Problematik mit DC kann man vermeiden: Die oben genannten Aussagen fol-
gen schon aus ZF und dem schwicheren Axiom (S):

Dazu sei A C NN und S, folgendes Spiel: Zwei Spieler (I, II) wihlen abwechselnd
natiirliche Zahlen. Das Spiel endet nach w Schritten mit einer Folge a € NN, Der
Spieler I gewinnt, wenn a € A. Das Axiom (S) besagt:

Fiir jedes A hat einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie. R. Solovay [E23]
konstruierte Modelle fiir ZF + (S) unter Annahme der Existenz einer unerreich-
baren Kardinalzahl. Nach S. Shelah [E22] ist ZF + (S) jetzt auch ohne die uner-
reichbare Kardinalzahl (relativ) konsistent.

Der Nunkesche Satz (siehe § 2), da alle epimorphen Bilder von Z¥0 die Form

Z° ® Cmit p < Ny und C cotorsion haben, 14t sich leider in keiner naheliegenden
Weise auf Z(k > R,) erweitern (siehe § 5). Daran erkennt man die Schwierigkeit
von Problem 5. Ein Teilresultat ist jedoch die folgende kiirzlich von B. Wald [E27]
und unabhingig von K. Eda (1985, unveréffentlicht) bewiesene Verallgemeinerung
des Satzes von Nunke:

Sei Z!¥] die Gruppe aller ganzzahligen Funktionen auf k mit hochstens abzihlbarem
Tréger. Dann haben alle epimorphen Bilder von 2!*] die Form 2!*1e C mit p <«
und C cotorsion.

Es sei noch angemerkt, daf} die Beweise des Nunkeschen Satzes in [66] Band II,
Lemma 95.1 sowie [E15] und [E16] falsch sind, wie schon aus dem Beispiel (1978)
auf S. 233 in R. Gobel und B. Wald [79] folgt.
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Erginzung zu § 7 und insbesondere zu Problem 10. Vergleiche den Anhang
von [E7] sowie [E8], [E18] und [E21]. Das auch zu § 7 gehérende Problem 2
sollte — auch im Blick auf § 8 — in verschirfter Form untersucht werden:
Problem 2*. Welche algebraischen Eigenschaften kénnen x-Gruppen A in ZFC
haben? (Beispiele: k = x,, A* = 0 oder A unzerlegbar, . . .)

Erginzung zu § 8. Mit Hilfe der in § 8 genannten Methoden fiir abelsche
Gruppen konnte folgender Satz [E3] bewiesen werden, der fiir G = 1 ein élteres
Problem der Korpertheorie von E. Fried, C. U. Jensen u. a. beantwortet: Zu
jedem Korper K der Charakteristik # 2 und zu jeder Gruppe G gibt es eine Kor-
pererweiterung F von K mit Aut F = G. Ein schones Beispiel ist K = C (= kom-
plexe Zallen) und G = 1. Voraussichtlich wird in der noch nicht abgeschlossenen
Arbeit auch noch der Fall Charakteristik = 2 entsprechend behandelt.

Erginzung zu § 9. Ein Beitrag zu einer abgeschwichten Form von Problem
14 befindet sich in [E11], [E13] und unabhingig in [E2]. Dort kann man Problem
14 fiirr Ringe mit wenigstens fiinf (comaximalen) Primidealen beantworten; die
Methoden basieren auf [17] und [153] und verallgemeinern [17]. Insbesondere
konnen mit [E11], [E13] die Kardinalzahleinschrankungen in S. Brenner, C. M.
Ringel [EO] bei der Untersuchung von Moduln iiber zahmen Ringen weggelassen
werden.
Die Folgerung in § 9 wird durch Ergebnisse in [E10] erginzt.
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Buchbesprechungen

Landau, E., Collected Works, Vol. I, II (Editors: Mirski, L., Schoenberg, L. J., Schwarz,
W., Wefelscheid, H.), Essen: Thales Verlag 1985, vol. I: 365 p., hardcover, DM 224,—, vol. II:
407 p., hardcover, DM 224,—

Edmund Landau (14. 2. 1877—19. 2. 1938) wurde 1909 von Berlin als Nachfolger von
Minkowski nach Géttingen berufen und wirkte dort bis 1933, wo er durch die politischen
Ereignisse gezwungen wurde, nach Berlin zuriickzukehren. Sein Wirken als Privatdozent in Ber-
lin und als Professor in Gottingen war von einer aufierordentlichen Durchschlagskraft, von der
man sich heute kaum mehr eine Vorstellung machen kann. Seine Biicher, so vor allem sein
Handbuch ,,Die Lehre von der Verteilung der Primzahlen und seine Vorlesungen iiber Zahlen-
theorie, seine ,,Darstellung und Begriindung einiger neuerer Ergebnisse* und seine anderen Werke
wurden von der ganzen Welt studiert. Der sogenannte Landaustil (genauer: Landaustil Nr. 2)
,.Voraussetzung — Behauptung — Beweis*“ wurde kopiert und kritisiert, ja sogar auf das Heftigste
bekimpft. Neben seinen Biichern, die auch nach seinem Tod neu aufgelegt wurden, hat er iiber
255 Arbeiten geschrieben. Diese Arbeiten — ebenfalls in spiteren Jahren im Landaustil gehalten,
zeichneten sich durch duflerste Genauigkeit und Schirfe aus und wurden bei ihrem Erscheinen
mit grofer Begeisterung vom mathematischen Publikum gelesen. Diese Arbeiten und auch die
Personlichkeit von Landau sind, durch die Umstidnde bedingt, etwas in den Hintergrund getre-
ten, wie dies auch bei anderen grofien Mathematikern zunichst der Fall war. 1968 erschien ein
Erinnerungsband, herausgegeben von Paul Turan, in dem die Worte von Hilbert anléfllich des
Todes von Landau in Erinnerung gebracht wurden: ,,Er war der pflichttreueste von uns allen®.

Es folgt nun als weiterer Schritt hier, vom Thales-Verlag herausgegeben, eine Samm-
lung seiner Arbeiten gestaltet nach der Sammlung der Sonderdrucke, die sich im Besitz von
Landau gefunden haben. (Zu den Herausgebern beim Thales-Verlag Mirsky L. (Sheffield),
Schoenberg I. J. (Madison), Schwarz W. (Frankfurt) konnten auch noch Bateman und Mont-
gomery gewonnen werden.)

Dabei wurden auch seine handschriftlichen Korrekturen beriicksichtigt. Es liegen jetzt
zwei Binde vor, beginnend mit der Nr. 1 ,,Zur relativen Wertbemessung der Turnierresultate*
bis zur Nr. 43 ,,Uber den Zusammenhg_g einiger neuerer Sitze der analytischen Zahlentheorie*.
Es enthilt ferner die Nachrufe von Hardy und Heilbronn und den Nachruf von Knopp im
Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-Vereinigung 54 (1951).

Dazu kommt noch eine Wiirdigung von Mirsky und ein Verzeichnis der Arbeiten von
Landau von Schoenberg. Dem ersten Band ist ein Jugendbildnis von Landau beigegeben, dem
zweiten Band ein Bild, das ihn mit Poincaré, Mittag-Leffler und Runge zeigt. Man kann nur
hoffen, daf die weiteren Béinde rasch folgen werden.

Die Ausstattung ist eine dem Inhalt wiirdige, das Studium dieser gesammelten Werke
wird zum Fortschritt der Mathematik meiner Uberzeugung nach viel beitragen, gerade auf den
Gebieten, auf denen Landau besonders gearbeitet hat, nimlich auf den Gebieten der analyti-
schen Zahlentheorie und der Funktionentheorie.

Wien E. Hlawka

Scharlau, W., Quadratic and Hermitian Forms (Grundlehren, Band 270), Berlin —
Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Verlag 1985, x + 421 pp., hard cover, DM 138,—

Dieses Buch behandelt die algebraische Theorie der quadratischen und hermitischen
Formen als selbstindiges und methodisch in sich abgeschlossenes Teilgebiet der modernen
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Algebra. Der Verfasser ist einer der besten Experten auf diesem Gebiet, der selbst seit fast

20 Jahren wesentlich zu den erzielten Fortschritten beigetragen hat. Auch das Buch selbst

ist in etwa 10 Jahren langsam ,,gereift*. Nur so ist es moglich, daB auf 400 Seiten eine derar-
tige Fiille an Material behandelt wird. Das sieht man am besten beim Vergleich mit den anderen
Biichern zu diesem Thema, insbesondere denen von O’Meara (1963), Lam (1973), Milnor-Huse-
moller (1973) und Cassels (1978). Ein grofier Teil des Inhalts dieser Biicher findet sich auch in
dem Buch von Scharlau, dariiber hinaus werden hier zum ersten Mal in Buchform quadratische
und hermitische Formen in additiven Kategorien, Involutionen auf einfachen Algebren und die
Klassifikation von hermitischen Formen iiber Zahlkérpern behandelt. Daraus folgt natiirlich,
daf} das Buch verhiltnismiBig knapp geschrieben und fiir den Anfinger nicht an allen Stellen
leicht zu lesen ist. Fortgeschrittene Studenten sollten den Anspriichen aber geniigen und auch
mit den Beweisen zurechtkommen. Nur ganz wenige Resultate, die mit gutem Recht nicht
mehr in den Rahmen dieses Buches passen, werden ohne Beweis aus der Literatur zitiert, ins-
besondere Sitze aus der algebraischen Zahlentheorie und Klassenkérpertheorie sowie der Hil-
bertsche Nullstellensatz. Abgesehen davon ist das Buch ,,selfcontained*, einige besonders
wichtige Sdtze werden sogar mehrfach bewiesen und die Kapitel sind so angelegt, daf man sie
weitgehend unabhingig voneinander lesen kann. Insgesamt mochte ich sagen: Ein sehr schones
Buch, das in geradezu idealer Weise dem Serientitel ,,Grundlehren der mathematischen Wissen-
schaften* entspricht.

Zum Inhalt im einzelnen: Kap. I , Basic Concepts* enthilt die Grundbegriffe iiber
symmetrische Bilinearformen und quadratische Formen (und Riume) bis zum Satz von Witt
einschlielich, alles iiber einem Korper K mit von 2 verschiedener Charakteristik. In einem
Anhang (§ 6) werden die Begriffe auf den Fall eines kommutativen Ringes R mit 2 € R* anstelle
von K verallgemeinert und einige Sitze bewiesen, wenn R auferdem lokal ist.

Kap. 2 ,,Quadratic Forms over Fields ist mit fast 80 Seiten das lingste Kapitel. Hier
findet man den Wittring W(K) und den Witt-Grothendieckring W(K) der symmetrischen Bilinear-
formen iiber K, die Invarianten Dimension, Diskriminante und Signatur beziiglich einer Anord-
nung von K, die Berechnung von W(K) und W(K) fiir endliche Kérper und euklidische Korper
(z. B. K = R) sowie den Satz, daf K genau dann pythagoreisch ist, wenn W(K) torsionsfrei ist.
Ferner werden flir eine Grundkorpererweiterung ry x : K — L die induzierte Abbildung
r{/x : W(K) = W(L) und (falls L/K endlich) fiir eine K-lineare Abbildung s : L - K die indu-
zierte ,,Scharlau-Spur* sy : W(L) > W(K) behandelt. Damit werden insbesondere die Fille
[L:K]=2m + 1 (Satz von T. A. Springer) und [L : K] = 2 (Exaktes Dreieck von Elman-Lam)
sowie die Torsionsuntergruppe W;(K) von W(K) studiert (Es gibt nur 2-Torsion). Anschliefend
folgen das auf den Referenten zuriickgehende Lokal-Global-Prinzip (& € W,(K) < signp(®) = 0
fiir alle Anordnungen P von K), die Bestimmung der Primideale und des Radikals von W(K), die
Anwendung der Verlagerungsmethode auf den Fall einer Galois-Erweiterung (Satz von Rosen-
berg-Ware), die Beschreibung des Wittrings durch Erzeugende und Relationen (Witt) sowie ihre
Verallgemeinerung auf geeignete Gruppenringe (Knebusch-Rosenberg-Ware). Danach werden
multiplikative Formen eingefiihrt und damit einige Satze iiber die Struktur von W(K) erneut
bewiesen. Nach einem kurzen Paragraphen iiber Quaternionenalgebren folgt die Behandlung
der Hasse-(Witt-)Invarianten mithilfe von Steinberg-Symbolen und der Satz von Milnor, daf
durch (e, ) »> (1, —a, =B, o) ein universelles Symbol o : K x K = I?/1® induziert wird (1 ist das
fundamentale Ideal der Formen gerader Dimension in W(K)). Der berihmte Satz von Merkurjev
(1982), daf I*/I* = Br,(K) (Untergruppe der Elemente der Ordnung < 2 in der Brauergruppe
von K) ist, wird erwihnt, aber nicht bewiesen. Die Vermutungen von Milnor iiber den Bezug
der hoheren Faktorgruppen I"/I"*! zu entsprechenden Gruppen der algebraischen K-Theorie
und Kohomologietheorie bleiben unerwihnt. Dagegen wird der Klassifikationssatz von Elman-
Lam, wonach quadratische Formen iiber K genau dann durch die ,,klassischen‘* Invarianten
Dimension, Diskriminante, Witt-Invariante und alle Signaturen klassifiziert werden, wenn 13(K)
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torsionsfrei ist, vollstindig bewiesen. Daf es aufier den in spiteren Kapiteln behandelten lokalen
und globalen Korpern der Zahlentheorie eine weite Klasse von Korpern gibt, fiir welche die ent-
wickelte Theorie zur Gewinnung konkreter Aussagen iiber quadratische Formen fiihrt, wird
durch die beiden letzten Paragraphen dieses Kapitels dargetan. § 15 behandelt Ci-Kérper und
enthilt z. B. einen superkurzen Beweis des Satzes von Chevalley-Warning iiber endliche Korper,
einen eleganten Beweis (nach Nastold) des homogenen Hilbertschen Nullstellensatzes aus dem
gewohnlichen Nullstellensatz und die Hauptsitze iiber Ci-Korper (Tsen, Lang, Nagata) samt
Beweisen. § 16 behandelt die u-Invariante nichtreeller Korper (z. B. ist stets u # 3, 5, 7), einen
Satz von M. Kneser iiber die Werte quadratischer Formen (aus dem u < |K/K?| folgt) und den
Satz von Leep (1983) iiber Systeme quadratischer Formen.

Kap. 3 ,Quadratic Forms over Formally Real Fields beginnt mit der Artin-Schreier-
Theorie der (formal-) reellen und reellabgeschlossenen Korper, enthilt dann einen eleganten
Beweis (nach F. Lorenz) des Homomorphiesatzes von S. Lang, die Artinsche Losung des
17. Hilbertschen Problems iiber positiv definite rationale Funktionen auf reellen Varietiten,
den reellen Nullstellensatz von Dubois-Risler mit einem Beweis von Prestel und Sitze iiber die
Fortsetzung von Anordnungen und Signaturen in endlichen Korpererweiterungen L/K. Aufler-
dem findet man hier den Raum Xk aller Anordnungen P des reellen Korpers K mit seinen wich-
tigsten algebraischen und topologischen Eigenschaften, die totale Signatur » : W(K) - C(Xk, Z),
deren Kern W; und Kokern jeweils 2-Torsionsgruppen sind (damit erneuter Beweis des Lokal-
Global-Prinzips fiir W(K)), und schliefSlich einen Beweis des wichtigen Lokal-Global-Prinzips fur
schwache Isotropie von Brocker und Prestel. Hierzu ist vor allem die Theorie der quadratischen
Semiordnungen zu entwickeln, einige Grundbegriffe iiber Bewertungen und ihren Zusammen-
hang mit Anordnungen werden in einem Anhang dargestellt. Eine Form @ heif$t schwach iso-
trop, wenn die Formm x & =® +. .. + ® fiir eine hinreichend grofie natiirliche Zahl m isotrop
ist.

Kap. 4 ,,Generic Methods and Pfister Forms* enthélt vor allem diejenigen Ergebnisse
iber quadratische Formen, in denen transzendente Erweiterungen eine wesentliche Rolle spie-
len. Dazu gehoren die Darstellungssitze von Cassels, die Charakterisierung der Formen

n
Kay, ..., a0 = & (1, a;)als generisch multiplikative Formen, der Krullsche Durchschnitts-
i=1

i=

satz ﬂ I™ = 0 bzw. das zu seinem Beweis erforderliche ,,Main Theorem of Arason und Pfister*
n

(in der Terminologie von Lam), der von Knebusch eingefiihrte generische Nullstellen- und Zer-
fallungskorper einer anisotropen Form sowie die Filtrierung des Wittrings durch die Ideale
Jn={p € W|deg ¢ = n} von Arason-Knebusch. Hierbei ist deg ¢ = d, wenn die ,,Leitform* p
zu ¢ die Dimension 2¢ hat; es gilt I* C J,,, die Frage der Gleichheit ist eines der schwierigen noch
ungeldsten Probleme. Anwendungen dieser generischen Methoden wie z. B. die quantitative
Losung des 17. Hilbertschen Problems im Korper R(Xy, . . ., X,,) und die Konstruktion von
Korpern mit vorgegebener Stufe s = 2X sind an passender Stelle eingebaut.

Kap. 5 ,,Rational Quadratic Forms* ist besonders bemerkenswert. Zwar wird hier der
Stoff von Gauff und Minkowski behandelt, aber in einer sehr modernen und eigenwilligen Dar-
stellungsweise, die ihre Fruchtbarkeit vor allem spiter in Kap. 6 und 7 erweist. Das Kapitel
beginnt mit symmetrischen Bilinearformen und quadratischen Formen auf endlichen abelschen
Gruppen M mit Werten in Q/Z. Bei variablem M fithren sie zu einem Wittring W und einer Witt-
gruppe WQ. Diese werden mit Hilfe von Gauischen Summen berechnet, fir den 2-priméren
Anteil von WQ gilt z. B. WQ(2) = Z/8Z + 2/22. Es folgt die Theorie der Z-Gitter L. Ist L* das
duale Gitter, so ist M = L*/L eine endliche abelsche Gruppe von der Ordnung |det L|. Nach
Einfiihrung der (zweiten) Restklassenhomomorphismen dp : W(Q) > W(Fy) ist es dann leicht,
die Wittgruppen W(Q) und W(Z) vollstindig und explizit zu berechnen. Es gilt W(Q) = W(R) ® W
=Z9 ga W(F,), W(Z) = Z. Die Beweise stammen von Milnor. Die weiteren Abschnitte die-
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ses Kapitels enthalten einen Beweis des quadratischen Reziprozititsgesetzes mit Hilfe eines
kanonischen Homomorphismus x : W(Q) - T in die Gruppe T der 8. Einheitswurzeln, die voll-
stindige Klassifikation der quadratischen Formen iiber den p-adischen Korpern Q,,, den Satz
von Hasse-Minkowski fir Q (zu dessen Beweis der Dirichletsche Primzahlsatz benutzt wird)
2m 1.2
und die explizite Berechnung der Gaufischen Summen G(2m)= Y exp (%)
k=1

Kap. 6 ,,Symmetric Bilinear Forms over Dedekind Rings and Global Fields* verallge-
meinert die Ergebnisse von Kap. 5 auf Dedekindringe R und ihre Quotientenkérper K (unter
der Einschrinkung char R # 2). Einige Grundbegriffe iiber Dedekindringe werden vorausgesetzt
bzw. zitiert. Zentrales Thema sind die folgenden exakten Sequenzen und Isomorphien. Sei
WT(R) die Wittgruppe der reguldren symmetrischen Bilinearformen auf endlich erzeugten
R-Torsionsmoduln, wobei schwach metabolische Formen mit 0 identifiziert werden, Dann ist

die kanonische Sequenz 0 - W(R) - W(K) —8-> WT(R) exakt und es gilt WT(R) EUWT(Rv)

P
(Milnor) sowie WT(R,) = W(k ) (abhingig von der Wahl des Primelements 7 in R ).

Ist R, 2-henselsch und char k, # 2, so ist auch W(R, ) = W(k,), also W(K,) = W(k,)
+W(k,) (Springer). Damit konnen die quadratischen Formen iiber p-adischen Korpern vollstin-
dig behandelt werden (fiir einige Details bei Restklassencharakteristik 2 wird auf O’Meara ver-
wiesen). Ist R = k[X] ein Polynomring, so gelten folgende Verschérfungen: § ist surjektiv (Milnor),

W(R) = W(k) (Harder), W(K) —a* H W(k,) 3, W(k) - 0 exakt (Scharlau).
p, =

Ist K ein globaler Korper, so wird zunichst der Satz von Hasse-Minkowski samt seinen
Folgerungen und Erginzungen (Existenz von Formen mit vorgeschriebenen lokalen Invarianten
etc.) bewiesen, wobei allerdings der globale Quadratsatz und der Hassesche Normensatz nur

zitiert werden. AnschlieBend wird noch die Exaktheit der Sequenz 0 -~ W(R) - W(K) L WT/R)
- C/C? - 0 (Knebusch-Scharlau) bewiesen, wobei C die Idealklassengruppe von R ist. Schlief-
lich enthalt dieses Kapitel einen schonen Beweis des Hilbertschen Reziprozititsgesetzes fiir
globale Kérper K durch Reduktion auf den ,,rationalen* Teilkorper Q bzw. k(X), einen Beweis
des Satzes von Hecke iiber die Differente und den Residuensatz von Geyer-Harder-Knebusch-
Scharlau fiir differentialwertige quadratische Formen in algebraischen Funktionenkorpern.
Kap. 7 ,,Foundations of the Theory of Hermitian Forms* verfolgt zwei Ziele, zum
einen die Einfilhrung hermitischer Formen, zum anderen die Begriindung einer allgemeinen
Theorie von Formen auf additiven Kategorien. Die wesentlichen Objekte sind ein Ring R mit
Involution *, ein Element A aus dem Zentrum von R mit AA* = 1, A\-hermitische R-Moduln
(M, h) mit h(x, y) = A(y, x)*, die Dualitit h : M > M* = Hom (M, R), hyperbolische Ridume
sowie die Grothendieckgruppe KUMR, ) und die Wittgruppe WM(R, *). Um auch Formen
auf Torsionsmoduln mit einschliefen zu konnen, werden noch allgemeiner sog. hermitische
Kategorien (M, *) definiert. AnschlieBend werden nach Bak Formparameter A, quadratische
Formen und schlieBlich die Wittgruppe WQM(M, #) definiert. Ein Formparameter A ist in dem
oben geschilderten Fall (R, *) eine additive Untergruppe von R mit {a —Aa*|aER} =
A™IP C A C AM3 = (3 € R|a = —\a*}, die quadratische Form zu h ist durch q, : M > R/A
mit g, (x) = h(x, x) + A gegeben. Unter jeweils passenden Voraussetzungen werden dann Ver-
lagerung und Reduktion von hermitischen Kategorien, hermitische Formen iiber Schiefkorpern,
hyperbolische Formen und die unitire Gruppe, alternierende Formen und die symplektische
Gruppe, quadratische Formen und die orthogonale Gruppe (Sitze von Witt und Cartan-Dieu-
donné unter ziemlich allgemeinen Voraussetzungen) und der Satz von Krull-Schmidt (direkte
Zerlegung in unzerlegbare Bestandteile) behandelt.
Einige Beispiele (u. a. Systeme von quadratischen Formen iiber einem Korper k)
beleuchten die Niitzlichkeit dieser allgemeinen und ziemlich technischen Theorie.
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Kap. 8 ,,Simple Algebras and Involutions* enthilt die klassische Theorie der einfachen
Algebren mit den Sitzen von Wedderburn und Skolem-Noether sowie der Brauer-Gruppe. Dann
folgt die Theorie von Albert iiber die Existenz und Klassifikation von Involutionen auf einfa-
chen Algebren in einer eleganten Version nach Scharlau und Riehm. Dabei kommen auch redu-
zierte Norm und Spur sowie die Korestriktion von Algebren bzw. separabler quadratischer
Erweiterungen zu Sprache. Schlielich werden noch Quaternionenalgebren (auch bei Charak-
teristik 2), zyklische Algebren und die kanonische Involution auf einer Gruppenalgebra A = K[G]
behandelt.

Kap. 9 ,Clifford Algebras* bringt in knapper aber im wesentlichen klassischer Darstel-
lung das Wichtigste iiber die Clifford-Algebra und Clifford-(= Witt-) Invariante eines quadrati-
schen Raums, die Spinor-Norm und die Arf-Invariante.

Kap. 10 ,Hermitian Forms over Global Fields* behandelt die Klassifikation (durch
lokale und globale Invarianten) und das Lokal-Global-Prinzip fiir A-hermitische Formen iiber
globalen Korpern der Charakteristik 2. Die Ergebnisse stammen zum gréBten Teil von Land-
herr (1938), Eichler und M. Kneser und werden hier unter Verwendung der Ergebnisse aus den
Kapiteln 7 und 8 sowie einiger durch Zitate belegter Ergebnisse der algebraischen Zahlentheorie
in moglichst einheitlicher Weise abgeleitet. Trotzdem erfordert dieses Kapitel noch mehr als
40 Seiten. GemiB der Natur des Grundkorpers und der Involution * hat man folgende Fille
zu unterscheiden:

1) Orthogonaler Fall: Quadratische Formen iiber Korpern (erledigt) und schiefhermi-
tische (d. h. A = —1) Formen iiber Quaternionen-Schiefkorpern (§ 3 und § 4).

2) Symplektischer Fall: Alternierende Formen iiber Korpern (trivial) und hermitische
Formen (d. h. A = 1) iiber Quaternionen-Schiefkorpern (§ 1).

3) Unitirer Fall: Hermitische Formen iiber Kérpern mit nichttrivialer Involution *
(§ 1) und hermitische Formen iiber Schiefkorpern D mit unitirer Involution * (d. h. # ist nicht-
trivial auf dem Zentrum K von D, hierbei kann fiir [D : K] = n? auch der Fall n > 2 auftreten).
Dieser schwierigste Fall wird in §§ 6—8 behandelt.

Den allgemeinsten Fall kann man auf die ebengenannten zuriickfithren, jedoch ist zu
beachten, daf ein Schiefkdrper D beim Ubergang zu einer Lokalisierung K, von K auch zerfal-
len kann. In § 1 wird fiir eine separable quadratische Erweiterung K/k mit nichttrivialem Auto-
morphismus * die exakte Sequenz von Jacobson 0 > WK, *) > W(k) = W(K) abgeleitet. Fer-
ner wird gezeigt, daf fiir einen Quaternionen-Schiefkorper D mit kanonischer Involution * und
Zentrum K die natiirliche Abbildung h ~ gy mit q,(x) = h(x, x) eine Injektion W(D, %) = W(K)
induziert. Damit sind diese beiden Fille auf quadratische Formen zuriickgefiihrt. § 2 stellt die
ndtigen Sitze iiber Brauergruppen lokaler und globaler Korper zusammen, mit denen dann in
§ 3 die lokale und in § 4 die globale Theorie der schiefhermitischen Formen iiber Quaternionen-
schiefkdrpern D/K mit quadratischen Zwischenkorper L/K behandelt werden kann. Grundlegend
ist hier die exakte Sequenz

0> WYD, *) > WL, *) > W (D, *) > W(L).

Das starke Lokal-Global-Prinzip fiir Isotropie ist hier nur fiir dim h 2 3 richtig.

§ 5 bringt einen Spezialfall des starken Approximationssatzes fiir die spezielle lineare
Gruppe (eines globalen Korpers K) samt Beweisskizze. Damit kann in §§ 6—8 der unitire Fall
iiber Schiefkorpern D erledigt werden. Hier gilt das starke Lokal-Global-Prinzip ohne Einschrin-
kung.

Vier kurze Anhinge beschlieflen das inhaltsreiche Buch. Sie betreffen die folgenden
“Perlen* am Rande der eigentlichen Theorie: Die Stufe von kommutativen Ringen; quadrati-
sche Formen auf endlichen Graphen und ihr Zusammenhang mit den Dynkin-Diagrammen A,,,
Dy, Eé, E7, Eg sowie Kochern von endlichem Darstellungstyp (Gabriel); die 5 platonischen
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Polyeder; die hermitische Ungleichung und die positiv-definite gerade unimodulare symmetri-
sche Bilinearform iiber Z von der Dimension 8.

Mainz A. Pfister

Tate, J., Les Conjectures de Stark sur les Fonctions L d’Artin en s = 0 (Progress in
Mathematics, Vol. 47), Basel — Boston — Stuttgart: Birkhéuser Verlag 1984, 143 pp., hard
cover, DM 45,—

In diesem Buch wird eine sehr interessante und aufregende Entwicklung in der algebra-
ischen Zahlentheorie dargestellt.

Die Klassenzahlformel von Dedekind driickt das Residuum bei s = 1 der Dedekindschen
§-Funktion {k(s) eines algebraischen Zahlkorpers K bis auf elementare Faktoren durch den
Regulator R, die Anzahl der Einheitswurzeln e und die Klassenzahl h von K aus. Diese Formel
kann man durch die Funktionalgleichung in eine Formel bei s = 0 umschreiben, man bekommt

$x(s)=— }L—R $17271 4 Y5here Terme.

Dabei ist r =1y + 1, — 1 wie iiblich der Rang der Einheitengruppe. Die Formel gestattet eine
leichte Verallgemeinerung auf S-Einheiten. Dies wird in Chap. 0 zusammen mit der Theorie der
Artinschen L-Funktion dargestellt. Die Vermutung von Stark beschiftigt sich damit, diese For-
mel auf die folgende Situation zu verallgemeinern.

Es sei K/k eine Galoiserweiterung von Zahlkérpern, es sei S eine endliche Menge von
Stellen von k, die die unendlichen Stellen enthilt. Sei X : Gal (K/k) = C der Charakter einer Dar-
stellung Gal (K/k) > GL(V). Dann wird wie iiblich eine Artinsche L-Funktion

L(s, ) =Ls(s, )= [] det(1d - ogNp~*|v!¥)~!
pE&S

definiert. Die Vermutung von Stark macht eine Aussage iiber die Entwicklung
L(s, X)=c(x) s"®+. .. .

Der Term r(x) wird aus den darstellungstheoretischen Daten gewonnen, die interessante Grofie
ist ¢(x). Stark definiert einen Regulator R(x), der sich aus den Verkettungen zwischen dem
Modul der Einheiten als Galoismodul und V berechnen lift und vermutet, da R(x)/c(x) alge-
braisch ist und sich richtig unter der Galoisgruppe transformiert. Dies ist der Inhalt von Kap. I.

In Chap. II wird der Beweis der Vermutung fiir Charaktere mit Werten in Q gefiihrt. In
diesem Fall besteht eine enge Beziehung zwischen der Vermutung von Stark und der Struktur
der Einheitengruppe Ug des Korpers K als Modul unter der Galoisgruppe. Die Struktur dieses
Moduls und die Beziehungen sind von Chinburg untersucht worden. Seine Resultate sind im
Kapitel II dargestellt.

Im Kapitel III werden die Fille r(x) = 0, r(x) = 1 studiert. Im Fall r(x) = 0 wird die
Verbindung zur Deligne-Vermutung hergestellt.

Im Kapitel IV wird eine Verfeinerung der Vermutung von Stark fiir den Fall einer
abelschen Erweiterung diskutiert. Unter bestimmten zusitzlichen Voraussetzungen soll dann
der Wert L'(0, x) als eine explizite Kombination von Logarithmen von Einheiten darstellbar
sein, wobei bestimmte Wurzeln aus der Einheit abelsche Erweiterungen von k erzeugen. Dann
ist die Vermutung mit Hilberts Problem Nr. 12 verkniipft. Von der Verfeinerung werden Spe-
zialfille diskutiert, und es werden numerische Beispiele gerechnet.

Im gleichen Kapitel wird dann noch die Vermutung von Brumer-Stark diskutiert. Sie
liefert eine Verallgemeinerung des Stickelberger-Elements; sie besagt, da gewisse Elemente des
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Gruppenringes 2[Gal (K/k)], die sich aus den L-Werten ergeben, die Idealklassengruppe von K
annullieren, und daB die erzeugenden Elemente der entstehenden Hauptideale nach geeignetem
Wurzelziehen abelsche Erweiterungen von k erzeugen. Diese Vermutung besitzt ein Analogon
iiber Funktionenkorpern, die im nichsten Kapitel diskutiert und bewiesen wird (Deligne).

Im letzten Kapitel werden p-adische Analoga dieser Vermutungen behandelt.

Wie schon in der Einleitung gesagt, behandelt das Buch eine hochaktuelle Entwicklung
in der algebraischen Zahlentheorie. Man kann dem Verfasser und den Herausgebern nur dank-
bar sein, daf sie diese Dinge in so klarer und doch auch kurzer Form der Offentlichkeit zuging-
lich gemacht haben.

Bonn G. Harder

Arbarello, E., Cornalba, M., Griffiths, P. A., Harris, J., Geometry of Algebraic Curves,
Volume I (Grundlehren, Band 267), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo: Springer-Ver-
lag 1985, 10 fig.; xvi + 386 p., hard cover, DM 128,—

Die Theorie der algebraischen Kurven hat in den letzten 15 Jahren eine erstaunliche
Entwicklung erlebt. Mit neueren Methoden der algebraischen Geometrie gelang es endlich,
wichtige klassische Vermutungen (insbesondere die Vermutung von Brill und Noether) zu
beweisen, aber auch neue Ergebnisse zu erzielen. Das vorliegende Buch ist die erste systemati-
sche Darstellung dieser Resultate. Es wurde von vier Autoren verfat, die alle mafigeblich an
den Entwicklungen der letzten Jahre beteiligt waren.

Dieses Buch war sicherlich notwendig. Es erleichtert es auch jenen Mathematikern, die
dem Kreis der Autoren nicht so nahe stehen, sich in diese Ergebnisse einzuarbeiten. Bisher exi-
stierten verschiedene hektographierte Fassungen des Buches, die bereits in zahlreichen Original-
arbeiten zitiert worden sind. Zur Zeit liegt allerdings lediglich der erste des auf zwei Binde angeleg-
ten Werkes vor. Da erst der zweite Band die Beweise so wichtiger Sitze wie des Brill-Noether-
Theorems enthilt, ist zu hoffen, dad auch dieser Teil moglichst bald erscheinen wird.

Nun zunichst zum Inhalt des vorliegenden Bandes:

Kapitel I dient der Einfilhrung und der Erlduterung der wichtigsten Grundbegriffe, sowie der
Festlegung der Notation. Sitze wie Riemann-Roch, Serre-Dualitit, Abels Theorem oder der
Satz von Riemann werden zitiert. Die Beweise werden verstandlicherweise in der Regel nicht
ausgefiithrt, soridern hochstens skizziert. In Kapitel II werden die Vorbereitungen zum Studium
der Varietiten W3, Cg und G§ getroffen. Die wichtigsten Eigenschaften von Determinanten-
varietdten werden zusammengestellt und bewiesen. Die Formel von Porteous wird angegeben
und fiir die Fille bewiesen, in denen sie spiter (Kapitel VII und VIII) angewandt wird. Als
weitere Anwendung werden rationale Regelvarietdten behandelt.

In Kapitel III werden erstmals Linearsysteme auf Kurven genauer untersucht. Es
beginnt mit dem Satz von Clifford. Daran schlieft sich der Satz von Castelnuovo an, gefolgt
von Noethers Theorem. Die Kurven mit maximalem Geschlecht werden vollstindig klassifiziert.
Das Kapitel schliet mit den Untersuchungen Petris iiber das Ideal von kanonischen Kurven.

Die grundlegenden Varietiten C§, Wg und Gj der Brill-Noether Theorie werden in
Kapitel IV eingefiihrt. Ist C eine glatte Kurve und sind r, d natiirliche Zahlen, so ist W§ als Menge
bekanntlich gegeben durch

Wj = {LEPicC; hO(L) > 1 + 1}

d. h. die Menge aller Geradenbiindel auf C vom Grad d mit mindestens r + 1 unabhéngigen
Schnitten. Cg ist das Urbild von WJ unter der abelschen Summenabbildung C4 - Pic¢C. Hier
bezeichnet Cq das d-fache symmetrische Produkt von C. Gj ist die Menge aller Linearsysteme
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von Grad d und Dimension r auf C. Hauptinhalt dieses Kapitels ist es, diesen Mengen eine
geeignete Struktur als Varietiiten zu geben. Ferner wird der Zariski-Tangentialraum an einen
gegebenen Punkt untersucht. Als Anwendung werden die Sitze von H. H. Martens und Mum-
ford bewiesen.

In Kapitel V werden die Hauptergebnisse der Brill-Noether-Theorie vorgestellt. Der
Existenzsatz von Kempf und Kleiman-Laksov, sowie der Zusammenhangssatz von Fulton-
Lazarsfeld gelten fiir jede glatte Kurve C. Ihr Beweis erfolgt in Kapitel VII. Der Dimensions-
satz von Griffiths-Harris (Brill-Noether-Vermutung) und der Glattheitssatz von Gieseker (Petri-
Vermutung) gelten fiir eine allgemeine Kurve C. Ihr Beweis soll im zweiten Band erfolgen. Eine
Diskussion der Fille g < 6 sorgt fiir reiches Anschauungsmaterial.

Kapitel VI beginnt mit einem klassischen Beweis des Satzes von Riemann iiber die
Singularititen des Thetadivisors. Mit Hilfe der abstrakten Theorie der Kapitel Il und IV erfolgt
eine Verallgemeinerung fiir die Varietiten Wj. Fiir den Satz von Torelli wird ein Beweis von
Andreotti gegeben. Schliefllich wird noch der Ansatz von Andreotti und Mayer zur Losung des
Schottky-Problems diskutiert, wobei die Autoren von einem neueren Ergebnis von M. Green
Gebrauch machen.

Kapitel VII enthilt die Beweise fir die Existenz- und Zusammenhangssitze fir Wj.
Diese Beweise bauen darauf auf, daf§ ein gewisses Vektorbiindel ampel ist. Allerdings wird beim
Beweis des Zusammenhangssatzes ein Satz iiber konstruierbare Garben verwendet, der in dem
vorliegenden Buch nicht bewiesen wird. Als Anwendung der Porteousformel werden die Klas-
sen von Cg und W] berechnet.

In Kapitel VIII werden die Varietiten Cj verallgemeinert, indem das kanonische
System |K | durch ein allgemeines Linearsystem ersetzt wird. SchlieRlich werden noch Diviso-
ren mit Vielfachheiten (de Jonquiéres-Formel) behandelt.

Das Buch enthilt drei Anhinge. Im ersten wird ein (geometrischer) Beweis des Satzes
von Riemann-Roch gegeben, die anderen beiden behandeln Thetacharakteristiken und Prym-
varietiten. Dabei werden die Beweise nicht ausgefiihrt, sondern in Form von Ubungsaufgaben
prisentiert.

Dieses Buch zeichnet sich durch einige besondere Merkmale aus. So scheuen sich die
Autoren nicht, ein gegebenes Problem zunichst in Spezialfillen und mit geringem technischen
Aufwand zu diskutieren, um erst danach eine allgemein giiltige Losung anzugeben. Dies fiihrt
manchmal zu Wiederholungen, doch wird es dem Leser dadurch leichter gemacht, die eigent-
lichen Ideen zu erkennen und zu verstehen.

Eine weitere Besonderheit sind die zahlreichen Ubungsaufgaben. Diese umfassen
(ohne die Anhinge) 91 Seiten, d. h. ein knappes Viertel des gesamten Bandes. Die Ubungen
erganzen und erweitern den Text. Man findet Aufgaben verschiedenster Schwierigkeitsgrade,
von einfachen Beispielen bis hin zu tiefliegenden Sitzen, wie etwa dem Zusammenhangssatz
von Fulton und Hansen.

Das Literaturverzeichnis umfaft 136 Titel. Es ist sicher schwierig, so etwas wie auch
nur anndhernde Vollstindigkeit zu erreichen. Negativ ist mir allerdings aufgefallen, daf etwa
die Arbeiten von G. Martens an keiner Stelle erwdhnt werden.

Insgesamt kann man dieses Buch allen Mathematikern, die sich mit dem schoénen
Gebiet der algebraischen Kurven beschiftigen mochten, nur empfehlen. Ein Wermutstropfen
ist jedoch der mit DM 128,— recht hohe Preis.

Erlangen K. Hulek
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Jantzen, J. C., Einhiillende Algebren halbeinfacher Lie-Algebren (Ergebnisse der Mathe-
matik und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge, Band 3), Berlin — Heidelberg — New York — Tokyo:
Springer-Verlag 1983, 298 S., geb., DM 118,—

,,Seit den Arbeiten von Gelfand, Harish-Chandra, Kostant und Duflo hat eine neue
Theorie sich durch reichliche Ergebnisse und einheitliche Methoden ihren Platz im Bereich der
Mathematik verdient: Die Theorie der Einhiillenden Algebren.* Mit diesen Worten resiimierte
J. Dixmier vor zehn Jahren die Entstehung dieser neuen Disziplin, als er sein Werk ,,Algébres
enveloppantes* (Gauthier-Villars: Paris 1974) vorlegte. Die Einhiillenden Algebren markieren
eine Zone intensiver Berithrung und Wechselwirkung zwischen mehreren traditionsrechen Gebie-
ten der Mathematik: Insbesondere handelt es sich um ein Zusammenspiel von Lie-Theorie und
Ring-Theorie, das heifit von der Lieschen Theorie der kontinuierlichen (z. B. algebraischen)
Gruppen und ihren Lie-Algebren und Darstellungen einerseits mit der abstrakten Theorie
Noetherscher Ringe andererseits.

Wer sich fur die Darstellungen Liescher Gruppen oder Algebren interessiert, sagen wir
fiir eine zusammenhingende komplexe lineare Gruppe G mit Lie-Algebra g, wird bald feststel-
len, da® Kenntnisse iiber die Einhiillende Algebra U(g), iiber ihre Struktur, ihre Ideale, ihre
Moduln, zumindest sehr niitzlich, und manchmal sog_ar unentbehrlich werden konnen. Konkret
kann man die Einhiillende U(g) als Algebra der rechtsinvarianten Differentialoperatoren auf G
auffassen; abstrakt kann man sie als die ,,universelle* von g erzeugte assoziative Algebra defi-
nieren oder nach Birkhoff-Witt als einen nicht kommutativen Polynomring ansehen. Die
abstrakte Auffassung eroffnet die Moglichkeit, die Theorie Noetherscher Ringe auf U(g) anzu-
wenden und damit Ergebnisse in der Lie-Theorie zu erzielen. Als noch wichtiger erweist sich
allerdings der Einfluf in umgekehrter Richtung: Die neueren Ergebnisse iiber Einhiillende
Algebren versorgen die abstrakte Ring-Theorie mit tiefen Einsichten in konkrete Beispiele von
nie dagewesener Komplexitit; sie haben der Forschung in der Ring-Theorie Impulse in neue
Richtungen gegeben und neue Mafistibe gesetzt. Dixmiers Buch iiber Einhiillende Algebren und
ebenso die nun von J. C. Jantzen vorgelegte Fortsetzung dieses Standardwerkes sind deshalb
meines Erachtens fir den Ring- und Lie-Theoretiker gleichermafien unentbehrlich. Ahnliche
fruchtbare Wechselbeziehungen wie zur Ring-Theorie gibt es iibrigens zur Theorie der Algebra-
ischen Gruppen, insbesondere der Geometrie ihrer Konjugationsklassen und Schubert-Varieti-
ten, sowie der Geometrie und Kombinatorik von Spiegelungsgruppen. In dem hier zu bespre-
chenden Buch von Jantzen treten jedoch diese mehr geometrischen Seiten des Themas zuriick;
es ist fast ausschliefllich den ring- und darstellungstheoretischen Aspekten gewidmet, die aller-
dings mit bewundernswerter Konsequenz, Eleganz, Griindlichkeit und Einheitlichkeit behandelt
werden.

Da nach dem Satz von Levi die Lie-Algebra g semidirektes Produkt einer halbeinfachen
mit einer aufldsbaren Lie-Algebra ist, und da der halbeinfache Fall véllig andere Methoden
erfordert als der auflosbare, findet Forschung iiber Einhiillende Algebren natiirlicher Weise drei-
gleisig statt: Man studiert 1. den auflosbaren, 2. den halbeinfachen und 3. den allgemeinen
Fall, letzteren jedoch nur, indem man ihn auf den halbeinfachen Fall zuriickfiihrt. Eine einiger-
mafien abgeschlossene Theorie lag bei Erscheinen von Dixmiers Buch erst fiir den Fall auflos-
barer Lie-Algebren vor, der auch schon von P. Gabriel, R. Rentschler und dem Referenten in
Textbuchform zusammenfassend dargestellt wurde (,,Primideale in Einhiillenden auflosbarer
Lie-Algebren®, Springer Lecture Notes 357, 1973). Diese Darstellungen des auflosbaren Falls
seien heute noch giiltig, wihrend beim allgemeinen Fall die Zeit fiir einen Ergebnisbericht noch
nicht reif sei, begriindet Jantzen in der Einleitung seinen Entschlug, sich ganz auf den halbein-
fachen Fall zu beschrinken — und damit die ganze Kraft und Aufmerksamkeit auf den wohl
schwierigsten Teil zu konzentrieren. Was den allgemeinen Fall betrifft, so kann man inzwischen
ubrigens durchaus anderer Ansicht sein: Aufbauend auf Arbeiten von Dixmier haben M. Duflo,
C. Moeglin und R. Rentschler die Reduktion des allgemeinen auf den halbeinfachen Fall in
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gewisser, wenn auch sehr komplizierter Weise durchgefiihrt. Dixmier hatte die Kapitel 7—9
seines Buches dem halbeinfachen und das (letzte) Kapitel 10 dem allgemeinen Fall gewidmet
und damit schon einige wichtige und schone Ergebnisse leicht zuginglich gemacht, so daf8 sich
sein Buch sowohl als Einflihrung, als auch als Arbeitsgrundlage und Referenzwerk fiir die nach-
folgende Periode lebhafter Forschungsaktivititen hervorragend eignete.

Verdienstvoll in dieser Hinsicht war zum Beispiel seine frithzeitige Popularisierung der
»Verma-Moduln*, eines entscheidenden Werkzeuges fiir die Bearbeitung des halbeinfachen Fal-
les, dem Dixmier ebenso wie den Harish-Chandra-Moduln in geradezu prophetischer Weitsicht
ein Kapitel gewidmet hatte. Allerdings sind diese Kapitel inzwischen durch die weitere Entwick-
lung der Forschung iiberholt: Sie enthalten gewissermaBen nur die Keime einer fruchtbaren
Entwicklung, aus denen inzwischen imposante Biume gewachsen sind, an deren Prisentation
in leicht zuginglicher Buchform die mathematische Offentlichkeit ein dringendes Interesse hat.
Jantzen kommt diesem Bedarf in verdienstvoller Weise nach, indem er einen der eindruckvoll-
sten ,,Bdume*‘ in seinem Buch hier prisentiert. Ubrigens hatte er schon 1979 eine Monographie
(J. C. Jantzen, ,,Moduln mit einem hochsten Gewicht*, Springer Lecture Notes 750) dem
erwihnten entscheidenden Werkzeug der ,,Hochstgewichtsmoduln* gewidmet, welche schon
sehr weit iiber Dixmiers Buch hinausfiihrte.

Den Kern des Buches, iiber das hier zu berichten ist, bildet eine vollstindige Prisenta-
tion des Werkes von A. Joseph iiber die Klassifikation der primitiven Ideale in der Einhiillen-
den Algebra U(g) einer halbeinfachen Lie-Algebra g mittels ringtheoretischer Methoden (Ore-
Lokalisierungen, Goldie-Ringe, Gelfand-Kirillov-Dimension usw.) neben den dazu notwendigen
Reduktionen auf — und Theorien iiber — die Hochstgewichts- und Harish-Chandra-Moduln, wo-
bei Ergebnisse von M. Duflo, D. Vogan, J. Bernstein, I. M. Gelfand, S. I. Gelfand und anderen
(einschlielich des Autors und des Referenten) berichtet werden. Auf den dreihundert Seiten
des Buches berichtet der Autor iiber die wichtigen Resultate einer groen Anzahl neuerer For-
schungsarbeiten — vor allem aus den spiten siebziger Jahren — die bisher nur einem duferst
kleinen Kreis von Spezialisten bekannt und selbst diesen nur mit Miihe zuginglich waren. Dan-
kenswerter Weise halt sich der Autor an eine sehr ambitionierte Auffassung von ,,Ergebnisbe-
richt*: Soweit die Kernteile seines Buches betroffen sind, versteht er darunter nimlich eine
logisch abgeschlossene Entwicklung des Materials mit Beweisen, die zum Teil véllig neu durch-
gearbeitet oder manchmal auch iiberhaupt neu sind. Lediglich bei gewissen, mehr mit den geo-
metrischen Aspekten des Themas (die in diesem Buch wie bereits erwihnt ausgeklammert blei-
ben) zusammenhingenden Ergebnissen (wie zum Beispiel der Kazhdan-Lusztig-Vermutung und
ihrer Beweise und Konsequenzen), die in den letzten Kapiteln des Buches behandelt werden,
beschrinkt sich der Autor auf einen ,,Ergebnisbericht im engeren Sinne*, wie er es in der Ein-
leitung nennt, das heifit: auf einen Uberblick iiber Resultate ohne vollstindige Beweise. Ande-
rerseits werden die einfiihrenden Kapitel kurz gehalten, indem fiir die Anfangsgriinde auf die
drei oben genannten anderen Monographien verwiesen wird, wo immer es dem Autor zumutbar
erschien. Insgesamt erscheint mir die Prisentation sehr sinnvoll und gelungen.

Ein primitives Ideal von U(g) ist ein Annullator eines einfachen Moduls. Ein grundle-
gender Satz von Duflo besagt, dal man sogar stets einen einfachen Hochstgewichtsmodul
nehmen kann. Eine Klassifikation der primitiven Ideale ist zum Beispiel fiir eine gewisse Grob-
klassifikation der irreduziblen Darstellungen von g bzw. G niitzlich. Josephs Klassifikation
erfolgt mittels zweier Invarianten eines primitiven Ideals: Erstens dem zentralen Charakter und
zweitens Josephs sogenanntem ,,Goldie-Rang-Polynom*®, fiir dessen Definition ein grofler Teil
des Buches erforderlich ist.

Fiir den Fall G = SL;, der komplexen speziellen linearen Gruppe wird Josephs Klassi-
fikation besonders elegant und einfach: Bei festem zentralen Charakter wird die Klassifikation
der primitiven Ideale kombinatorisch mittels der Robinson-Schensted Korrespondenz zwischen
Permutationen und Youngschen Standard-Tableaux beschrieben. Fiir beliebige halbeinfache
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Gruppen G ist die Klassifikation unvorstellbar viel komplizierter: Um zu einer rein kombinato-
rischen Beschreibung der Klassifikation zu kommen, die (jedenfalls prinzipiell) auch berechen-
bar ist, mufl man unter anderem die 1979 von Kazhdan-Lusztig aufgestellte und 1981 von
Beilinson-Bernstein sowie Brylinski-Kashiwara bewiesene Vermutung verwenden, daf die Jordan-
Holder-Multiplizititen der Verma-Moduln durch die Summe der Betti-Zahlen der lokalen
(Goresky-MacPherson) Schnitthomologie der Schubert-Varietiten gegeben sind. Ferner muf
man die Springer-Korrespondenz zwischen nilpotenten Konjugationsklassen der Lie-Algebra
und irreduziblen Darstellungen der Weyl-Gruppe heranziehen. Diese Dinge behandelt Jantzen
in seinem Buch nicht, weil sie geometrische Methoden erfordern — statt der hier vorwiegend
verwendeten ringtheoretischen. Er berichtet lediglich (,,im engeren Sinne*), wie Barbasch und
Vogan sie als Zutaten verwenden, um Josephs Klassifikation explizit zu Ende zu fiihren. (Zum
Beispiel hat U(g) fiir G vom Typ Eg bei trivialem zentralen Charakter genau 101796 primitive
Ideale.) Es wire wiinschenswert, wenn auch die genannten geometrischen Aspekte des Themas,
die mit Schnitthomologie, D-Moduln bzw. nilpotenten Konjugationsklassen zu tun haben, bald
in dhnlich gelungener Buchform vorgelegt werden, wie Jantzen es hier fiir die ring- und darstel-
lungstheoretischen Aspekte getan hat. Allerdings ist in diesem Bereich noch vieles im Fluf:
Zum Beispiel ist Jantzens einziges Kapitel iiber einen geometrischen Aspekt, nimlich das sieb-
zehnte und letzte, ein Bericht (,,im engeren Sinne*) dariiber, wie man einem primitiven Ideal
eine nilpotente Konjugationsklasse der Lie-Algebra als ,,assoziierte Varietit* zuordnen kann
(nach Brylinski, dem Referenten sowie Joseph), inzwischen schon wieder durch vollstdndigere
Ergebnisse iiberholt. Ferner hat sich in diesem Bereich neuerdings eine komplette geometrische
Alternative zum Josephschen ringtheoretischen Zugang zur Klassifikation der primitiven Ideale
abgezeichnet (nach Brylinski, MacPherson und dem Referenten), wobei sich Josephs oben
erwihnte Goldie-Rang-Polynome als charakteristische Klassen in der Kohomologie der Flaggen-
varietdt erweisen.

Wuppertal W. Borho

Kac, V. G., Infinite Dimensional Lie Algebras (Progress in Mathematics, vol. 44),
Boston — Basel — Stuttgart: Birkhduser 1983, xvi + 245 p., gbd., DM 58,—

In diesem Buch geht es nicht um die allgemeine Theorie unendlich dimensionaler Lie-
Algebren, sondern um die Untersuchung einer speziellen Familie unter ihnen, um die Kac-
Moody-Algebren (iiber dem Korper der komplexen Zahlen, der auch im folgenden stets der
Grundkdrper sei). Vor noch nicht ganz zwanzig Jahren begannen V. Kac und R. Moody (unab-
hingig voneinander) mit dem Studium dieser Algebren. Nun liegt zum ersten Mal eine Einfiih-
rung in diese Theorie in Buchform vor. Bisher war der Interessierte auf die Originalarbeiten
oder ein Vorlesungsskript von J. Lepowsky (Paris 1978) angewiesen, wobei aber in manchen
(russischen) Publikationen nicht alle Details ausgefiihrt sind und bei Lepowsky nur ein klei-
nerer Teil der Theorie abgedeckt wird.

Fiir eine endlich-dimensionale halbeinfache Lie-Algebra g hat J.-P. Serre eine Prisen-
tation angegeben: Er nimmt r = rang(g) Kopien der Lie-Algebra S1, als Erzeugende und dazu
einige Relationen, die von der Cartan-Matrix C von g festgelegt werden. Ersetzt man nun C
durch eine beliebige (hinreichend ,,verniinftige*) Matrix, so definieren die neuen Relationen
eine neue Lie-Algebra, die im allgemeinen unendlich dimensional sein wird. Die so konstruierten
Lie-Algebren sind gerade die Kac-Moody-Algebren. (Es hat sich neuestens gezeigt, da es zweck-
mifiger ist, zunichst etwas anders vorzugehen und erst spiter zu zeigen, dal man dasselbe
erhilt. So hilt es auch das Buch.)

Vieles aus der Strukturtheorie (Killingform, Zerlegung in Wurzelrdume, Weylgruppe)
und der Darstellungstheorie (Moduln mit héchstem Gewicht, Weyls Charakterformel) 148t sich
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von den endlich-dimensionalen halbeinfachen Lie-Algebren auf die Kac-Moody-Algebren iiber-
tragen. (Das geschieht im Buch in den Kapiteln 1-5 und 10—11.) Es gibt aber auch Phinomene,
die im endlich-dimensionalen Fall nicht beobachtet werden und neue Argumente erfordern. Vor
allem kann es ,,imaginire* Wurzeln geben, die nicht unter der Weylgruppe zu einer einfachen
Wurzel konjugiert sind. Der zugehorige Wurzelraum hat dann im allgemeinen eine Dimension
echt grofer als eins.

Eine besondere Rolle unter allen Kac-Moody-Algebren spielen die affinen Lie-Algebren,
deren Weylgruppe eine affine Weylgruppe einer der endlich-dimensionalen halbeinfachen Lie-
Algebren ist. In den Kapiteln 6—7 werden die affinen Lie-Algebren direkt aus den endlich-
dimensionalen konstruiert. Daraus erhilt man fiir sie sehr viel prizisere Informationen iiber die
Struktur als im allgemeinen Fall.

In den letzten drei Kapiteln des Buches werden einige der Querverbindungen beschrie-
ben, die es zwischen der Theorie der Kac-Moody-Algebren (vor allem der affinen) und anderen
Gebieten der Mathematik gibt und die auch bei AuSenstehenden Interesse fiir diese Theorie
geweckt haben. Zum Beispiel kann man aus der Charakterformel im Fall der eindimensionalen
trivialen Darstellung die Macdonaldschen Identititen fiir die n-Funktion ableiten (Kapitel 12).
Die formalen Charaktere von Moduln mit einem hochsten Gewicht konvergieren als Funktionen
auf einer bestimmten Teilmenge einer Cartan-Unteralgebra h der Kac-Moody-Algebra. Durch
geeignete Zerlegung oder Spezialisierung dieser Funktionen wird man zu Thetafunktionen und
elliptischen Modulfunktionen gefiihrt (Kapitel 13). Man kann spezielle Darstellungen auf Funk-
tionenrdumen realisieren und dabei die Elemente der Lie-Algebra durch Differentialoperatoren
darstellen. Dann liefert die Darstellungstheorie Losungen von speziellen Differentialgleichungen,
so der Korteweg-de Vries-Gleichung (Kapitel 14). Hier konnten einige neuere Entwicklungen
(von G. Segal und G. Wilson) nicht mehr beriicksichtigt werden.

Im Rahmen dieses Buches konnte kein vollstindiger Uberblick iiber diese schnell
expandierende Theorie gegeben werden. Einige weitere (leichter zugingliche) Ergebnisse findet
der Leser in den Ubungsaufgaben, die jedes Kapitel begleiten. Dorthin werden leider auch einige
Beweise (z. B. von Theorem 8.5) abgeschoben. In Kommentaren am Schluf} eines jeden Kapitels
gibt es Literaturhinweise zu hier nicht beschriebenen Teilen der Theorie (wie die Konstruktion
von zugehorigen Gruppen und Fahnenmannigfaltigkeiten) und zu weiteren Verbindungen mit
anderen Gebieten der Mathematik (u. a. Gruppen von Schleifen, integrable Hamiltonsche
Systeme).

Zusammenhinge mit der Physik (die es gibt) bleiben dagegen ausgespart. Auch diirfte
das Buch als Lektiire fir Physiker vom Stil her nicht so gut geeignet sein. Ein Mathematiker
dagegen, der sich in der Theorie der halbeinfachen Lie-Algebren, mit deren Wurzelsystemen
und Weylgruppen gut auskennt, sollte keine Schwierigkeiten haben, sich an Hand dieses Buches
in die Theorie der Kac-Moody-Algebren einzuarbeiten.

Hamburg J. C. Jantzen

Narasimhan, R., Complex Analysis in One Variable, Basel — Boston — Stuttgart: Birk-
hauser 1985, 284 pp., hardcover, DM 98,—

This is a text in complex analysis which stresses the connection with real analysis and
topology. In respect to this integrated point of view it may be compared to the well-known text
of Walter Rudin: Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 2nd ed. 1974 [Jahresber. DMV 70,
p. 32], although it does not develop the needed (actually rather minimal) real-variable tools. It
is assumed that the reader knows several-variable calculus, the rudiments of Lebesgue theory in
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R and R?, some point-set topology and at least the language of functional analysis and ring
theory, as well as a modicum of linear algebra. Most needed facts from functional analysis, like
the Baire category theorem, the Hahn-Banach theorem and the closed range theorem, are proved
in the text. The treatment is detailed but not cloying, readily accessible to the reader with the
modest background just sketched. There are 11 chapters, most of very moderate, digestible size,
and each closes with historical notes (from 1/2 to 1 1/2 pages long) and references to the litera-
ture (about 140 titles altogether); but there are no exercises nor any symbol index. The tech-
nical aspects of the book’s production are non-pareil, as we expect of this publisher.

By its point of view and choice of topics, the book provides a smooth and unintimidat-
ing transition from classical complex analysis in the plane to the modern abstract theory on
manifolds where algebraic and topological methods have a bigger role to play. Here are some
highlights of the contents:

In chapter 1 the Looman-Menchoff theorem is proved: for a continuous function f on
an open set, existence of D,f, D,f and the almost-everywhere validity of the Cauchy-Riemann
equation 9f/dz = 0, with no other continuity assumptions, insures analyticity of f. Kronecker’s
use of contour integrals and the residue theorem to evaluate Gauss sums is presented. Ahlfors’
construction of a metric in C \ {0, 1} with curvature <-4 is carried out (no knowledge of dif-
ferential geometry is needed) and this function is used to present the Picard-Schottky-Landau
circle of ideas. (The method via the modular function and that via Bloch’s covering theorem
are referenced in the notes.) There is a short chapter on several complex variables, meant only
to contrast the behaviour in higher dimensions with that in the plane; here in 10 pages a sur-
prising amount is accomplished, including a proof of the beautiful result of Remmert and
Stein that for no bounded domains §2, in C™ and ©, in C¥ does there exist a proper holomorphic
map from £; x £, into the (euclidean) unit ball in C** ¥, The numerous equivalences of simple
connectivity (for regions on the Riemann sphere) are thoroughly investigated. Very useful here
is a topological result of Sura-Bura (1941) which the author proves: each component of a com-
pactum is the intersection of all the clopen sets which contain it. Very general Runge theorems
are proved using Hahn-Banach and a two-dimensional Cauchy integral formula derived from
solving the inhomogeneous Cauchy-Riemann equation. The latter tool is also employed in prov-
ing very general Mittag-Leffler theorems. This in turn leads into the ideal theory of H(£2) and
the theorem of Hurwitz-Wedderburn-Helmer (an ideal is closed iff finitely generated iff principal)
as well as Wedderburn’s elementary divisor theorem for matrices over H(2). Later a short chap-
ter is devoted to a completely ab ovo development of T. Gamelin’s formulation of T. Wolff’s
proof of the “Corona conjecture” (together with an explanation of the name!) about the maxi-
mal ideal space of H™. In this circle of ideas the Kakutani-Chevalley-Bers characterization of
algebra isomorphisms of H(2;) with H(£2,) is also given. There is a chapter on compact Rie-
mann surfaces which gives a nice introduction to that subject and contains the cohomology
version of Cauchy’s theorem (yet no algebraic topology is expected of the reader).

The final chapter, the book’s longest, is devoted to subharmonic functions and the
Wiener-Perron-Remak solution of the Dirichlet problem; and this is used to prove the Cartan-
Radd theorem: a continuous function on a Riemann surface which is holomorphic off of its
zero-set, is holomorphic everywhere. The treatment is completely self-contained, even the basic
facts about convex functions in euclidean space are developed. Subharmonicity in the distri-
butional sense is described but this theme is not pursued.

In summary, this is an excellent, carefully written and thematically rich book which
does not overwhelm the reader. It is well-suited as a textbook either for sophisticated beginners
or as a sequel to a one-semester introductory course.

>

Erlangen R. B. Burckel
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Hallenbeck, D. J., MacGregor, T. H., Linear Problems and Convexity Techniques in
Geometric Function Theory (Monographs and Studies in Mathematics, vol. 22) Boston — Lon-
don — Melbourne: Pitman Advanced Pub. Program 1984, xvii + 182 p., £26.50

Mit der Topologie der gleichmifigen Konvergenz in kompakten Teilmengen des Ein-
heitskreises A wird die Menge A der in A analytischen Funktionen zu einem lokal konvexen
topologischen Vektorraum und somit linearen (insbesondere ,.konvexen‘‘) Methoden zuging-
lich. Diese Moglichkeit wird noch unterstrichen durch die Einfachheit der Darstellung stetiger
linearer Funktionale auf A, deren Abschitzung iiber geeigneten Teilmengen von A eines der
Hauptanliegen der geometrischen Funktionentheorie ist. Andererseits sind die Funktionenklas-
sen gerade der geometrischen Funktionentheorie im allgemeinen so hochgradig nicht-linear, dafl
lange Zeit die Moglichkeiten linearer Methoden in diesem Bereich als sehr bescheiden angesehen
wurden. Dieses dnderte sich Anfang der 70er Jahre als sich herausstellte, dafl zahlreiche der
bereits friiher intensiv studierten Funktionenklassen — meistens kompakte Untermengen der
Familie S der normierten schlichten Funktionen in A — sich durch eine besonders einfache
Struktur ihrer Extremalpunktmengen auszeichneten. Lineare Extremalprobleme konnten somit
oft in sehr einfacher und einheitlicher Weise gelost werden. Diese Erkenntnis hat zu einer stiir-
mischen Entwicklung solcher Methoden gefiihrt; wohl auch weil man hoffte, moglicherweise
einen grundsitzlich neuen Zugang zum Problem der Bieberbachschen Vermutung finden zu
konnen. Die Autoren des vorliegenden Buches waren und sind an dieser Entwicklung entschei-
dend beteiligt. Einige der dargestellten Ergebnisse sind hier sogar erstmalig veroffentlicht.

Die ersten vier Kapitel enthalten grundlegende Tatsachen iiber S und deren wichtigste
Teilklassen, iiber den Begriff der Subordination (der zentral fiir das ganze Buch ist) und die
topologische Struktur von A. Sodann werden Extremalpunktmengen bestimmt, z. B. fiir die
Klassen der normierten konvexen, sternformigen und fast-konvexen Funktionen und damit
konkrete Extremalprobleme gelost. Kapitel 7 beschiftigt sich mit der Beschreibung der Stiitz-
punkte der obigen Funktionenfamilien, wie auch der durch Subordination darunter entstehen-
den groferen Familien. Betrachtungen iiber die Extremalpunkte der Klasse der zu einer gege-
benen Funktion subordinierten Funktionen und die Beschreibung gewisser Variabilititsbereiche
(z. B. Koeffizientenbereiche) runden den Inhalt ab.

Das Buch stellt eine gelungene Einfiihrung in dieses aktuelle Gebiet der Funktionen-
theorie dar. Es ist weitgehend selbsttragend geschrieben und so auch fiir den Studierenden gut
geeignet. Fiir den Forscher ist es ein sehr niitzliches Referenzwerk, das auch gleichzeitig zahl-
reiche z. T. sehr provokative Anregungen enthilt. Etwas unbequem ist allerdings, daf} der eigent-
liche Text keinerlei Hinweise auf den Autor und die Literaturstelle zitierter Ergebnisse enthalt;
diese Angaben miissen etwas mithsam in den ,,notes* am Ende des Buches gesucht werden. —
Natiirlich gruppiert sich auch in diesem Buch vieles um die Bieberbachsche Vermutung: sie wird
fiir Teilklassen von S mit wechselnden Methoden bewiesen, die verschiedenen anderen damit
zusammenhingenden Vermutungen werden verglichen usw. Diese Teile sind durch den inzwi-
schen bekannt gewordenen Satz von de Branges, der alle diese Vermutungen beweist, natiirlich
nur noch von geringerem Interesse. Den Wert des Buches vermindert dieser Umstand natiirlich
nicht.

Wiirzburg St. Ruscheweyh
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