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Einige neuere Entwicklungen
bei quasikonformen Abbildungen'!)

R. Kiihnau, Halle an der Saale

Einleitung

Die Grundaufgabe

Allgemeinere Extremalprobleme, quadratische Differentiale

Allgemeine Definition der quasikonformen Abbildungen, Randerzuordnung
Ortsabhingige Dilatationsbeschrinkung

Methoden bei Extremalproblemen

Allgemeine Strukturformel fiir Extremalfunktionen der Klasse X'(Q)

Das Fortsetzungsproblem

Moglichst konforme Abbildungen

10 Moglichst konforme Spiegelung an Jordankurven

11 Maoglichst konforme Spiegelung an einer halben Lemniskate

12 Maoglichst konforme Spiegelung an einem Jordanbogen

13 Dilatationsbeschrinkung im Mittel

14 Geometrische Anwendung: Moglichst kreisnahe Jordankurve durch » Punkte
15 Physikalische Anwendung: Elektrostatik in inhomogenen Medien

16 Quasikonforme Abbildungen durch elliptische Systeme

17 po-analytische Normalabbildungen

Literatur
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1 Einleitung

Wir wollen uns hier vollstindig auf Abbildungen in der komplexen
Zahlenebene beschrinken, da sich die Theorie bei riumlichen Abbildungen doch
ziemlich andersartig entwickelt hat. Wir setzen die Abbildungen also an in der
Form

(€))] w=f(2) =u(x,y) +iv(x,y) mit z=x+1y.

Setzt man die Abbildung als stetig differenzierbar mit positiver Funktionaldeter-
minante voraus, dann 146t sie sich in 1. Ndherung (man schreibe zur Prizisierung
einfach das vollstindige Differential an) als affine Abbildung betrachten. Die
Gauflsche Charakterisierung der konformen Abbildungen als ,in den kleinsten

1) Vortrag auf der Jahrestagung der DMV in Bielefeld 1991
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Teilen dhnlich“ meint, daB diese ,Niaherungsaffinitit“ eine Ahnlichkeitstranfor-
mation ist. Analytisch bedeutet dies bekanntlich, daB u(x, y) und v(x, y) durch die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen verkniipft sind.

Im allgemeinen Falle von solchen Abbildungen (1) geht bei der zugehori-
gen Néherungsaffinitat ein Kreis in eine Ellipse iiber. Deren Achsenverhiltnis p > 1
ist dann eine Funktion von z, also p=p(z). Dieses p(z) wird Dilatation der
Abbildung im Punkte z genannnt. Eine Abbildung nennt man heute Q-quasikon-
form im Sinne von H. Grotzsch, wenn die Dilatation p(z) nach oben durch Q
beschrinkt ist:

@ <0

Die kleinste Schranke Q heifit ,Maximaldilatation“ der Abbildung (im Gegensatz
zur ,Ortlichen Dilatation p(z)). Wenn die Dilatationsschranke Q keine Rolle
spielt, spricht man kurz von quasikonformen Abbildungen.

Abbildungen dieser Art wurden ab 1928 beginnend mit [G1] von
H. Grotzsch betrachtet, das Wort ,quasikonform® allerdings erst spiter von
L. V. Ahlfors eingefiihrt.

Nach dieser Definition ist natiirlich die Frage: Wozu ist das gut? Das Ganze
bekommt erst Sinn, wenn dies zu ,interessanten“ Resultaten fithrt, oder - um
wieder mit Gaul} zu reden - wenn es sinnreiche Ideenverbindungen zu anderen
mathematischen Fragen bzw. Disziplinen gibt. Dariiber wird also im folgenden zu
berichten sein. Zunichst hat es den Anschein, als ob man durch diese Definition
der Quasikonformitit die klassische Funktionentheorie vollstindig verldat. Das
ist aber iiberraschenderweise nicht so. Insbesondere in der Theorie der Extremal-
probleme, die im folgenden vorzugsweise beleuchtet werden soll, ergeben sich
intensive Verkniipfungen mit der Theorie der analytischen Funktionen.

Zunachst sei aber erst gesagt, dal neben der eben gegebenen mehr
geometrisch orientierten Betrachtungsweise nach H. Grétzsch analog wie schon
bei konformen Abbildungen die ganze Situation auch mehr analytisch gesehen
werden kann. Am Schlufl werden wir kurz noch auf diese von M. A. Lavrent’ ev
1935 begriindete Richtung eingehen, wobei quasikonforme Abbildungen als
Losungen von elliptischen Differentialgleichungssystemen gesehen werden, die die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen verallgemeinern.

Noch eine historische Bemerkung. Natiirlich treten nichtkonforme Abbil-
dungen schon frither in der klassischen Differentialgeometrie der Flichen auf,
insbesondere — sozusagen gezwungenermallen - in der Kartographie der Erde. In
diesem Zusammenhange der Abbildung eines Teiles der Erdoberfliche auf ein
ebenes Fliachenstiick nannte man die infinitesimalen Ellipsen, die als Bilder
infinitesimaler Kreise auftreten, jeweils ,, Tissotsche Indikatrix“.

Von grofler praktischer Wichtigkeit ist noch folgender unmittelbar an den
zugehorigen Niherungsaffinititen zu sehender Sachverhalt: Wird an eine Q-
quasikonforme Abbildung eine Q,-quasikonforme Abbildung angeschlossen,
entsteht durch Zusammensetzung eine Q, - Q)-quasikonforme Abbildung. Insbe-
sondere entsteht aus einer Q-quasikonformen Abbildung durch Vor- oder
Nachschalten einer konformen Abbildung, die jetzt als 1-quasikonforme Abbil-
dung aufzufassen ist, wieder eine Q-quasikonforme Abbildung.




Einige neuere Entwicklungen bei quasikonformen Abbildungen 143

2 Die Grundaufgabe

Der gliickliche Gedanke von H.Grotzsch war, zu fragen, wie sich die
einfachste konforme Invariante, der konforme Modul eines Vierecks, bei Q-
quasikonformer Abbildung dndern kann. Dabei versteht man unter einem Viereck
% ein von einer geschlossenen Jordankurve berandetes einfach zusammenhéingen-
des Gebiet mit vier markierten Randpunkten, und der konforme Modul ist das
Seitenverhaltnis eines bei konformer Abbildung entstehenden Rechtecks, wobei
die Ecken des Vierecks in die Ecken des Rechtecks iibergehen. Dazu gehort noch
eine Orientierung des Vierecks — bei Umorientierung geht der Modul in den
reziproken Wert iiber. Elementare funktionentheoretische Uberlegung zeigt, daB
durch QB (mit Orientierung versehen) der Modul von B eindeutig bestimmt ist, weil
niamlich die eckpunkttreue konforme Abbildung zweier (orientierter) Rechtecke
aufeinander eine Ahnlichkeit sein muB (man wende das Spiegelungsprinzip
wiederholt an). Das bedeutet dann insbesondere auch, dafl bei eckpunkttreuer
konformer Abbildung von @B auf ein anderes Viereck B’ sich der konforme Modul
nicht dndert, also eine konforme Invariante ist.

Q - quasikonform n
_— -

l konform

l konform v

h

Q - quasikonform w

c

0 10X 0 1
Fig. 1

Die Frage ist nun, wie sich Modul (8) 4ndern kann, wenn wir allgemeiner
zu Q-quasikonformen Abbildungen iibergehen. Dazu stellen wir zu gegebenem B
die Extremalprobleme Modul (')~ min und Modul (8’) » max. Wegen der
konformen Invarianz kénnen wir durch eckpunkttreue konforme Abbildung von
@B bzw. B’ zu Rechtecken R bzw. R’ iibergehen und hier die entsprechenden
Extremalprobleme betrachten. X bzw. R’ konnen wir dabei 0.E.d.A. in der in Fig. 1
gezeichneten Normallage in der z(=x+iy)- bzw. w(=u+1iv)-Ebene annehmen.
Dann ist Modul (R’)=h4" (bei der entsprechenden Orientierung von R’), Mo-
dul (X) =A. Zu gegebenbem 4 lauten nun also unsere Extremalprobleme 4’ — min
und 4’ — max. Das Ergebnis:
@ Gh<H<oh
wobei das Gleichheitszeichen links genau bei der Affinitit u=x, v=(1/Q)y,
rechts genau bei der Affinitdt u=x, v=Qy steht. Der Beweis ergibt sich durch
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Anschreiben des Flacheninhaltes von %’ als Doppelintegral der Funktionaldeter-
minante {iber X und Abschitzung der Lingen der Bilder von x=const bzw.
y=const mit Verwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. Wegen besag-
ter konformer Invarianz bedeutet dies im Ergebnis

) é * Modul (B) < Modul (3") < Q + Modul (B).

Wiihrend bei den Extremalfunktionen zu (3) die Hauptverzerrungsrich-
tung der Abbildung (charakterisiert durch die groBen Achsen der infinitesimalen
Ellipsen, die Bilder infinitesimaler Kreise sind) der Richtung der reellen Achse bzw.
imagindren Achse entsprechen, liefern die Linienelemente dieser Hauptverzer-
rungsrichtungen durch konforme Uberpflanzung in B’ gewisse Linien (in diesem
Zusammenhange ,Modullinien“ genannt), verlaufend von einer Seite von B’ zur
gegeniiberliegenden.

3 Allgemeine Extremalprobleme, quadratische Differentiale

H. Grotzsch erkannte nun das Verbliiffende, daB auf diese einfache
Grundaufgabe von § 2 mit Lésung (4) wesentlich kompliziertere Extremalproble-
me zuriickfithrbar sind, indem man die Bildgebiete geeignet in Vierecke zerschnei-
det (,,Flachenstreifenmethode*). Dazu ein einfaches Beispiel.

w(z)

Fig.2

In |z| <1 seien zwei verschiedene Punkte z; und z, fixiert. Betrachtet
werden alle Q-quasikonformen Abbildungen w=w(z) von |z| <1 auf in |w| <1
liegende Gebiete. Wann wird der hyperbolische Abstand zwischen w; =w(z;) und
w, =w(z;) maximal? Losung: Dieser Abstand ist genau dann maximal (insbesonde-
re gibt es nichttriviale Schranken), wenn p(z) = Q und die Hauptverzerrungsrich-
tungen sich anordnen auf der Schar der zu w; und w, konfokalen Ellipsen der
hyperbolischen Geometrie (in Fig. 2 angedeutet) und das Bildgebiet ganz |w| <1
ausmacht. Dies gilt iibrigens auch, wenn man die (hier an sich sonst generell
vorausgesetzte) Schlichtheit (= Eineindeutigkeit) der Abbildungen fallen 148t. Fiir
O=1 erkennt man das Schwarzsche Lemma in der Pickschen invarianten
Formulierung wieder. Aber: Durch Betrachtung quasikonformer Abbildungen
zeigt sich, daB} in der ganzen Sache noch mehr hyperbolische Geometrie steckt
(namlich in Gestalt der Hauptverzerrungsrichtungen bei den Extremalfunktio-
nen), als im klassischen konformen Falle sichtbar ist.

Die bei diesem Extremalproblem auftretenden Hauptverzerrungslinien
lassen sich analytisch (vgl. die Darstellung der Kegelschnitte der hyperbolischen
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Geometrie im , Konformmodell“ in [Ki16]) durch

2
) dw

T w—wp) W —wy) (1 — wyw) (1 — Waw)

charakterisieren. Dies ist so zu verstehen. Zu gegebener komplexer Zahl w
charakterisiert (5) im betreffenden Punkte w das Argument von dw mod =, also
eine Richtung, und das ist gerade die betreffende Hauptverzerrungsrichtung. (5) ist
auch lings der Einheitskreislinie |w|=1 erfiillt. Und wenn man nicht die
Finheitskreisscheibe |z| <1 (schlicht) abbilden wiirde, sondern ein beliebiges
endlich vielfach zusammenhingendes Gebiet auf ein Teilgebiet der Einheitskreis-
scheibe |w| < 1, dann wire auf den Bildrandkomponenten bei einer Extremalabbil-
dung ebenfalls (5) erfiillt, wobei die inneren Bildrandkomponenten Schlitze sind.

Durch Betrachtung dieses u.d. Beispiele von H.Grotzsch [G2] hat
O. Teichmiiller [T] ein allgemeines Prinzip herausdestilliert. Danach sind fiir eine
grofe Klasse von Extremalproblemen, bei denen die Funktionale von Funktions-
werten abhingen, die Extremalfunktionen durch ein ,quadratisches Differential“

6)  2w)dw?>0

charakterisiert. (Diese Charakterisierung durch quadratische Differentiale stellt
gewissermaBen eine Analogie zur Eulerschen Differentialgleichung in der klassi-
schen Variationsrechnung dar.) Dabei gilt im Innern des Extremal-Bildgebietes fiir
die Hauptverzerrungsrichtungen (6), und (6) charakterisiert auch den Rand. 2(w)
hat dabei i. allg. einfache Pole in den ins Funktional eingehenden Funktionswer-
ten. Es konnen Nullstellen auftreten (fehlen im Beispiel (5)), die dann zu
Singularititen bei der Schar der Hauptverzerrungslinien Anlafl geben. In dem
einfachsten Falle, es wird alles auf der Zahlenkugel betrachtet, ist 2(w) eine
rationale Funktion. (Der Gesichtspunkt des ,Differentials“, namlich zusatzlich
das Transformationsgesetz bei Ubergang zu einer anderen Ortsuniformisierenden,
wird eigentlich erst wirklich notwendig bzw. sinnvoll, wenn man alles auf einer
Riemannschen Fliche betrachtet.)

Dieses Auftreten der quadratischen Differentiale (6) ist der schon in der
Einleitung genannte Punkt, daB die Theorie der quasikonformen Abbildungen
doch wieder intensiv mit der klassischen Funktionentheorie verwoben ist.

4 Allgemeine Definition der quasikonformen Abbildungen,
Rénderzuordnung

Aus der klassischen Funktionentheorie kennt man das Haufungsprinzip,
das garantiert, daB} gewisse Klassen geeignet normierter konformer Abbildungen
kompakt sind. Die praktisch duBerst wichtige Folge ist, dal in solchen Abbil-
dungsklassen Extremalprobleme (bei naheliegenden Voraussetzungen) eine Lo-
sung haben miissen, also a priori eine Extremalabbildung existieren mufl. Etwas
Ahnliches ist bei Klassen quasikonformer Abbildungen grundsitzlich nicht
moglich, wenn man obige Definition von H.Grétzsch zugrunde legt. Die
Forderung der Differenzierbarkeit ist zu hart. Da hilft es auch nichts, wenn man
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die Differenzierbarkeit der Abbildungen nur stiickweise fordert (d. h. endlich viele
Ausnahmelinien und -punkte zuldBt): Ganz elementare Beispicle zeigen, daf
Folgen solcher Abbildungen gegen Abbildungen lokal gleichmiBig konvergieren
koénnen, die nicht wieder von dieser Art sind.

Dieser Ubelstand wurde durch allgemeinere Definitionen nach
L. V. Ahlfors, L. Bers, F. W. Gehring, O. Lehto, A. Pfluger u. a. vollstindig besei-
tigt, so da wieder das Haufungsprinzip mit allen Weiterungen analog wie bei
konformen Abbildungen zur Verfiigung steht.

Am schnellsten ist die sog. ,geometrische Definition“ zu erkliren. Danach
heifit ein orientierungserhaltender Homéomorphismus Q-quasikonform, wenn er
stets (4) erfiillt, d. h. fiir jedes im betreffenden Gebiet liegende Viereck B und sein
Bild B’. Genaueres vgl. hierzu in [A], [Le/V].

Allerdings ist es dann doch wieder so, daB bei Extremalproblemen des in §3
angedeuteten Typs die Extremalabbildungen im wesentlichen glatt sind, sogar
reell-analytisch bis auf Ausnahmepunkte (in denen auch noch ,,ziemlich verniinfti-
ges“ Verhalten vorliegt). Der Grund dafiir liegt in der Charakterisierung der
Extremalabbildungen durch die quadratischen Differentiale.

Noch in anderem Zusammenhange soll hier die Bedeutung der Modulun-
gleichung (4) hervorgehoben werden. Es zeigte sich niamlich, daB sich aus )
ergibt, daf} die Theorie der Randerzuordnung bei quasikonformen Abbildungen
praktisch in den wesentlichen Gesichtspunkten unveridndert wie bei konformen
Abbildungen gilt. Das wurde schon von H. Grétzsch in seiner ersten Arbeit [G 1]
iiber quasikonforme Abbildungen sehr knapp bemerkt (und dadurch spiter von
fast allen tibersehen). So 1aBt sich z. B. jede quasikonforme Abbildung zweier von
geschlossenen Jordankurven berandeter einfach zusammenhingender Gebiete
aufeinander auf den Rand homéomorph fortsetzen.

Von H. Groétzsch wurde auch schon bemerkt, daB eine punktformige
Randkomponente niemals in eine nichtpunktférmige iibergehen kann. Dieser
Umstand spielte die entscheidende Rolle bei der Behandlung des sog. Typenpro-
blems einfach zusammenhangender Riemannscher Flichen durch quasikonforme
Abbildungen.

5 Ortsabhingige Dilatationsbeschrinkung

Schon O.Teichmiiller [T] (spiter in Unkenntnis hiervon nochmals
B. W.Schabat) wies darauf hin, daBl es sinnvoll und wiinschenswert ist, die
primitive Dilatationsbeschrinkung (2) durch eine allgemeinere, nimlich ortsab-
hangige zu ersetzen:

(M P@ <) (pol2) > 1).

Wir sprechen dann zweckmiBig von py(z)-quasikonformen Abbildungen. (Dabei
sei py(z) eine beschriankte, z. B. stiickweise glatte Funktion; das 148t sich - ebenso
wie die Glattheit der Abbildungen - abschwichen). Solche ortsabhiingige Dilata-
tionsbeschriankungen sind vor allem interessant im Zusammenhang mit Extremal-
problemen. Wenn man néamlich in einem Teilgebiet des abzubildenden Gebietes
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po(z) =1 setzt, wird dort Konformitit erzwungen, so daf sich also auf diese Weise
konforme Abbildungen mit Q-quasikonformer Fortsetzung studieren lassen,
wenn man im Rest des Gebietes noch py(z)=Q setzt. In den einfachsten und
interessantesten Fillen kommen wir zu folgenden Abbildungsklassen.

Die Klasse Z(Q) bestehe aus den schlichten konformen Abbildungen

® wew@-z+AliA
VA zZ

von |z| > 1, die eine (immer stetig gemeinte) Q-quasikonforme Fortsetzung nach
|z| <1 gestatten. Hier ist also das abzubildende Gebiet die ganze z-Zahlenkugel,
und es wird gesetzt

po(z)=1 fur |z| >1, p(z)=Q fiur |z| <1
Die Klasse S(Q) bestehe aus allen schlichten konformen Abbildungen
9 w=w@=z+@mz’+az’+...

von |z| <1, die eine Q-quasikonforme Fortsetzung nach |z| >1 mit w(ee)=20
gestatten. Hier ist wieder das abzubildende Gebiet die ganze z-Zahlenkugel, aber es
ist jetzt

=1 fir |z| <1, po(z)=Q fur |z| > 1.

Zunichst soll nun also die Grundaufgabe von §2 bei Ersetzung von Q-
Quasikonformitit durch py(z)-Quasikonformitit betrachtet werden. Man vgl.
wieder das Schema von Fig. 1, in dem aber jetzt die Abbildungen von X auf R’
allgemeiner pgy(z)-quasikonform sein sollen (das entspricht einer gewissen ortsab-
hingigen Dilatationsbeschrankung in B, wobei sich die zugehorige Schranken-
funktion aus po(z) durch konforme Uberpflanzung ergibt, und umgekehrt). Das
Ergebnis ist jetzt nach [Kii 1], [An] so. Es gibt z. B. zum Extremalproblem /4’ — max
(h' — min st entsprechend zu behandeln bzw. auf " — max durch Vertauschung der
Orientierung bei X zuriickfithrbar) genau eine Extremalfunktion. Und genau diese
erfiillt unter allen py(z)-quasikonformen eckpunkttreuen Abbildungen R} — R’ das
spezielle elliptische Differentialgleichungssystem

(10)  u, = L vy, u,=— L Uy
Po(2) Po(2)

Geometrisch bedeutet dieses System, dal} zu z konzentrische infinitesimale Kreise
in infinitesimale Ellipsen des Achsenverhiltnisses po(z) iibergehen, wobei die
groflen Achsen dieser Ellipsen entsprechend der Richtung der imaginaren Achse
liegen. Die Losungen dieses Systems (10) nennt G. N. Polozij [Pol] py(z)-analytisch
(vgl. auch § 16 und § 17 sowie [Re2]; dort auch sog. ,komplexe Schreibweise“ des
Systems (10)). Wir erhalten also durch diese Betrachtung des Extremalproblems
h — max einen engen Zusammenhang zwischen der von H. Grotzsch begriindeten
geometrischen Richtung der Theorie der quasikonformen Abbildungen und der
mehr analytischen Richtung nach M. A. Lavrent’ev. Fiir py(z) = Q ist die einzige
eckpunkttreue Losung von (10) wieder gerade die in § 2 genannte Affinitit.
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Es zeigt sich, dal man wie im Spezialfalle py(z) = Q wieder allgemeinere
Extremalprobleme auf die eben betrachtete Grundaufgabe zuriickfithren kann.
Wieder stellen sich zur Beschreibung der Extremalabbildungen die gleichen
quadratischen Differentiale ein. Man kann in Analogie zum sog. General
Coefficient Theorem von J. A. Jenkins, das dieser - eine allgemeine Vermutung
von O. Teichmiiller in einer groBen Klasse von Fillen beweisend - fiir konforme
Abbildungen aufgestellt hatte, wohl wieder einen allgemeinen Satz gewinnen.
Allerdings hat bisher noch keiner die Miihsal der Durchfithrung auf sich
genommen.

Wir erlautern zweckmiBig noch an einem Beispiel ([Kr/Kii], S.98). Sei
ndmlich ein endlich vielfach zusammenhingendes Gebiet & der z-Ebene mit z =
als innerem Punkt gegeben und darin die Dilatationsschranke p,(z) definiert,
wobei py(z)=1 sei in einer Umgebung von z=oo. Betrachtet werden alle py(z)-
quasikonformen Abbildungen von & (die also in besagter Umgebung von z =0
konform sein miissen), die in z=c¢ in Form von (8), wie man sagt, ,hydrodyna-
misch normiert“ sind. Das Extremalproblem laute

(11)  ReA; — max.

Ergebnis: Es gibt genau eine Extremalabbildung. Unter allen betrachteten
Abbildungen ist genau diese (1/pg)-analytisch, wobei die Randkomponenten von
® in zur reellen Achse parallele Strecken iibergehen. Ubrigens ldBt sich die
Voraussetzung po(z)=1 in Umgebung von z=o abschwichen - vgl. z.B.
[Schi/Scho].

In Gestalt dieser (1/pg)-analytischen Parallelschlitzabbildung erhalten wir
also eine Verallgemeinerung der klassischen Parallelschlitzabbildung der Theorie
der konformen Abbildung, welche auf F. Schottky, F. Cecioni, D. Hilbert zuriick-
geht; vgl. zu diesen Abbildungen auch §17.

Diese Extremalabbildung zu (11) 148t sich im Falle der Klasse X(Q) explizit
anschreiben:

z+l fur |z| > 1,
w(z) = z

z+qz fur |z| <1

Dabei wird noch - das empfiehlt sich vielfach — abkiirzend

_o-1
(12) ¢-= 01

gesetzt. Damit haben wir, wenn wir beriicksichtigen, daB mit w(z) e (@) auch
e *w(e'“z)e X(Q) ist, die ,scharfe” (bestmogliche) Ungleichung

(13) |4l <qg fir w(z)eZ(Q).

Man beobachtet hier, daf} fiir Q — e (also ¢ — 1) die klassische Ungleichung
|4l <1 fur die Klasse X entsteht. Das ist ein allgemeines Phdnomen bei
Extremalproblemen z. B. in der Klasse X(Q): Fiir Q — o gehen die entsprechenden
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Ungleichungen in die fiir die Klasse 2 iiber. Der Grund ist einfach der, daB fiir
Q — o die Dilatationseinschrinkung an die Abbildungen immer schwécher wird
und sich im Grenzfalle ,verfliichtigt® hat. Das sieht man auch z. B. am , Flichen-
satz“ [Ki4], [Le]

(14) iklAk|2<q2 fur w(z) e 2(Q).
k=1

Der Name ,Flichensatz® ist allerdings streng genommen nicht so angemessen.
Anders als im klassischen Falle (Q — %), wo (14) tatsichlich einfach aus der
Positivitit eines Flacheninhaltes folgt, tritt hier die Positivitét eines Dirichletinte-
grals auf. Weiteres hierzu vgl. in [Ho 1]; anders als im klassischen Falle gibt es in der
Klasse X(Q) verschiedene Méglichkeiten, zu einem Flichensatz zu kommen.

An dieser Stelle sei noch ein duales Gegenstick [Kii5] zu (14)
eingeflochten, das zunichst als Kuriosum erscheinen mag, aber vielleicht eine
gewisse — noch nicht ausgelotete - Bedeutung fiir die Teichmiiller-Theorie haben
kann. Wir betrachten dazu die fiir alle z stetigen Funktionen w(z), die fir |z| > 1
regulir sind bis auf den einfachen Pol z = o, wo wieder die Normierung (8) vorliegt,
und die fiir |z| <1 schlicht sind, wobei w(z) dort Q-quasikonform ist. (Diese
Funktionen kénnen fiir |z| > 1 nicht schlicht sein; fiir |z| <1 ist also w(z) selbst
orientierungsumkehrend.) Dann gilt

(15 S k4> g*? mit g¢* = o+l

k=1 Q-1

Wir wollen nun zu Koeffizientenproblemen in der Klasse S(Q) iiberwech-
seln. Fiir die gemiB (9) entwickelten w(z) € S(Q) gilt jetzt die scharfe Abschédtzung

(16)  |ap| <24.

Allgemeiner kann man mit einem Satze (Majorantenprinzip) von O. Lehto (vgl.
z.B. [Be])

A7) la <qn

zeigen, wenn man die ja jetzt durch L.deBranges bewiesene Bieberbachsche
Vermutung benutzt. Es gilt nach diesem Majorantenprinzipe: Bei einer groflen
Klasse von Extremalproblemen ist zu dem in der Klasse S auftretenden maximalen
Funktionale einfach der Faktor ¢ hinzuzunehmen, wenn man zur.Klasse S(Q)
iibergeht.

Allerdings ist (17) nicht mehr scharf fiir n> 3. Es wurde ndamlich bewiesen
(vgl. z. B. [Kr/Kii], S. 115)

2
(18) @l <——¢+0(g?)
n—1
mit O = Landau-Symbol (hier auler von g noch von n abhingig, aber nicht von der

speziellen Abbildung). Kiirzlich konnte S. L. Krushkal’ [Kr2] mit tiefliegenden
Methoden der Teichmiiller-Theorie folgendes bemerkenswerte Resultat erzielen.
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Es gilt sogar

2
n—1

(19)  lal < q

fir g<g, (= Konstante, deren genauer Wert <1 noch unbekannt ist). Die
Einfachheit dieser (scharfen!) Ungleichung 148t die vorsichtige Hoffnung zu, da8
man zumindest fiir kleine ¢ noch Genaueres iiber den vollstiandigen , Koeffizien-
tenkorper”, d. h. die Gesamtheit der komplexen Vektoren (a,,as, as, ...) fiir die
Klasse S(Q), bekommen kann. Fiir groBe ¢ ist das sicher vorerst aussichtslos, wie
schon im Falle der Klasse S.

6 Methoden bei Extremalproblemen

Es gibt in der Theorie der konformen Abbildungen verschiedene Metho-
den, um Extremalprobleme zu behandeln, einmal allgemeine Variationsmethoden
und dann Methoden des ,,direkten Vergleichs“. Beides 148t sich auf die Theorie der
quasikonformen Abbildungen bei entsprechenden neuen Zuriistungen verallge-
meinern. Aber es gibt daneben auch neue Methoden.

Zeitlich zuerst gab es da die von H. Grotzsch 1928 eingefiihrte , Flichen-
streifenmethode”, die auf der in § 2 beschriebenen Grundaufgabe fuBt und iiber
deren Ergebnisse in §3 kurz berichtet wurde. Aquivalent dazu ist in diesem
Zusammenhange die Methode der ,extremalen Linge“ nach L. V. Ahlfors und
A.Beurling. Die Ubertragung dieser Methode auf den Fall ortsabhingiger
Dilatationsbeschrankung geschah in [Kiil] und in Arbeiten von
C. Andreian Cazacu (vgl. z. B. [An]).

Die Ubertragung der Methode der Randintegration, von H. Grunsky
zuerst bei konformen Abbildungen angewandt, erfolgte in [Kii7]. Dabei geht es um
eine ,geschickte“ Anwendung der Greenschen Formeln und Abschatzungen von
Dirichlet-Integralen.

Die Methode der Flichensitze (vgl. schon § 5), zuerst im konformen Falle
von T.H. Gronwall und L. Bieberbach in Form des berithmten Flichensatzes
benutzt, ist in der Tendenz ziemlich dhnlich, wird aber in der Durchfithrung im
einzelnen doch etwas anders gewendet und fiihrt auch zu etwas anderen Ergeb-
nissen. Sie wurde bei quasikonformen Abbildungen zuerst von O.Lehto [Le]
praktiziert, anschlieBend von V. Ja. Gutljanskij (vgl. [Kr1], Kap IV, § 5), ausgiebig
in anderen Varianten von E.Hoy [Hol], auch von Chr. Pommerenke [Pom]
(S. 289 ff.).

Die von K. Lowner fiir konforme Abbildungen entwickelte und nach ihm
benannte Methode der Parameterdarstellung spielt eine eigentiimliche, fast
mysteriose Sonderrolle. Sie hat bekanntlich zum Beweis der Bieberbachschen
Vermutung durch L.deBranges gefithrt. Sie ist bisher bei quasikonformen
Abbildungen noch nicht in gleichem MaBe studiert worden (dhnlich wie auch z. B.
Symmetrisierungen), abgesehen von einem Ansatz von Shah Dao-shing [Sh] fiir Q-
quasikonformen Abbildungen.
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Variationsmethoden, die die Randvariationsmethode bei konformen Ab-
bildungen im Inneren des Gebietes erginzen, wurden von P.P. Belinskij [Bel],
S.L.Krushkal’ (vgl. [Kr1]) und M. Schiffer entwickelt, wobei letztere eine
Modifizierung erforderte, die von H. Renelt (vgl. [Re2]) gegeben wurde (vgl. auch
[Scho]). Man kann die Extremalaufgaben auch als Steuerprobleme deuten, wobei
der Beltrami-Koeffizient als Steuerfunktion fungiert. Diese Auffassung - ebenfalls
eine Variationsmethode dieses Typs - wurde von B. Dittmar [D] verfolgt.

Eine Variationsmethode in den Klassen X(Q) und S(Q), die man im
Zusammenhange mit der Methode der inneren Variation bei konformen Abbil-
dungen (der Klassen X und S) sehen kann, wurde von V. Ja. Gutljanskij [Gu]
entwickelt.

Eine interessante neue Methode zum Behandeln von Extremalproblemen
in den Klassen 2(Q) und S(Q), die fiir konforme Abbildungen gegenstandslos ist,
vielmehr die entsprechenden Resultate bei konformen Abbildungen voraussetzt,
wurde von O.Lehto (vgl. [Be]) angegeben; Verallgemeinerungen durch
S.L.Krushkal’ (vgl. [Kr/Kii], S.29ff.) Der Grundgedanke ist ganz einfach:
Anwendung des Schwarzschen Lemmas auf das betreffende Funktional, aufgefaf3t
als analytische Funktion.

Kiirzlich wurden durch S.L.Krushkal’ [Kr2] durch Teichmiillerraum-
Methoden neuartige Koeffizientenabschitzungen (vgl. (19)) gewonnen, zu deren
Herleitung die bisherigen Methoden anscheinend versagen.

7 Allgemeine Strukturformel fiir Extremalfunktionen
der Klasse X(Q)

Nachdem ein Extremalproblem insoweit gelost ist, als das die Extremal-
funktionen charakterisierende quadratische Differential (6) bestimmt ist, entsteht
die weitergehende Aufgabe, nun diese Extremalfunktionen wirklich zu bestimmen
(und damit die genauen Schranken fiir das betreffende Funktional). Das ist nun
i. allg. noch erheblich schwieriger als schon bei konformen Abbildungen. Immer-
hin existiert eine ,Strukturformel“ fiir diese Extremalfunktionen im Falle der
Klasse 2(Q). Es gilt namlich (vgl. [Kr/Kii], S. 119 ff.) folgendes.

Die Extremalfunktionen w=w(z) ergeben sich durch Elimination von w

aus F(2) fir |z > 1,

20) [ v2w)dw = 1 - ;
T [G0A+96/m) fir 1z <1,

wobei F(z)=—\/—l—1——_?J\/l75in (\/1 ~q2I%dz)dz,
G(2) = [ Vhcos (\/1 —qu%dz)dz

ist mit gewissen rationalen Funktionen %4 und k2 Die in diese rationalen
Funktionen i. allg. in groBer Zahl eingehenden Parameter erschweren jedoch sehr
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eine konkrete Durchfithrung. Es liegt hier eine gewisse Analogie zu den bekannten
Schwarz-Christoffelschen Formeln zur Polygonabbildung vor. In [Kr/Kii],
S. 119ff. finden sich einige mit ertrdglichem Aufwand durchrechenbare Fille.

Ganz erheblich einfacher gestaltet sich die ganze Prozedur zur Bestimmung
der Extremalfunktionen im Falle, das quadratische Differential (6) ist ein
vollstindiges Quadrat, d. h. 2(w) ist das Quadrat einer rationalen Funktion. Ein
solcher Fall kommt z. B. im folgenden Abschnitt vor, ndmlich beim Funktional in
(22).

8 Das Fortsetzungsproblem

Gegeben sei eine schlichte konforme Abbildung w(z) der Klasse Z, die also
zunichst nur fiir |z| > 1 erklart ist und die Entwicklung (8) besitzt. Wie kann man
der Funktion w(z), also z. B. den Koeffizienten ansehen, dal w(z) sogar zur Klasse
2(Q) gehort, also eine Q-quasikonforme Fortsetzung nach |z| <1 existiert?
Gefragt sind also Bedingungen, die notwendig und hinreichend dafiir sind, daf
w(z) € Z nach |z| <1 noch Q-quasikonform fortsetzbar ist. Um es gleich zu sagen:
Das Problem ist in dieser strengen Form bisher ungeldst. Es existieren bis anhin
nur notwendige Bedingungen und daneben hinreichende Bedingungen, und
dazwischen klafft sozusagen eine Liicke.

Jede fiir die Klasse X(Q) gefundene Ungleichung, z. B. (13), stellt natiirlich
eine notwendige Bedingung fiir Q-quasikonforme Fortsetzbarkeit dar. Eine
besonders groBe und niitzliche Gruppe von Ungleichungen speziell fiir Koeffizien-
ten erhilt man so. Ist w(z) € X und werden hieraus durch die Entwicklung

w(z) —w(0) © G

21) —log———= —<—  fir |z|>1,]|{|>1
z—¢ k,lz=l (!

die ,Grunsky-Koeffizienten“ ; gebildet, dann gilt - falls sogar w(z) € Z(Q) - fiir

jedes endliche System komplexer Zahlen x; die Ungleichung (also notwendige

Bedingung fiir w(z) e 2(Q))

< o Ixl?
Z QXX < q Z -—k_;
k=1

ki=1

vgl. z.B. [Kr/Kii], S.111. Es stellte sich dann leider heraus, dal - entgegen
urspriinglich geduBerter Vermutung - dieses Ungleichungssystem jedoch nicht
hinreichend fiir w(z)e Z(Q) ist. Immerhin konnte Chr. Pommerenke [Pom]
(S.292) zeigen, daB (22) wenigstens hinreichend dafiir ist, daB iiberhaupt eine
quasikonforme Fortsetzung existiert. Auch kann man sagen: Wenn man in (22)
den verschirfenden Faktor 1/3 hinzufiigt, dann gilt w(z) € 2(Q). Diese Phanomen
hat man 6fter: Zahlreiche notwendige Bedingungen werden zu hinreichenden,
wenn man in der entsprechenden Ungleichung einen verscharfenden Faktor
hinzufiigt. Ein Uberblick zu diesen hinreichenden Bedingungen wurde in [Be]
gegeben, so daB wir das hier nicht weiter verfolgen wollen.

(22)
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9 Maéglichst konforme Abbildungen

Sind zwei Gebiete (oder allgemeiner Riemannsche Flichen) topologisch,
aber nicht konform aufeinander abbildbar, so entsteht die Frage, ob es wenigstens
eine quasikonforme Abbildung hierzu gibt. (Dabei kénnen ggf. noch weitere
Nebenbedingungen hinzutreten.) Und wenn eine quasikonforme Abbildung
existiert: Gibt es dann unter allen diesen quasikonformen Abbildungen eine solche
mit kleinster Maximaldilatation? Im Falle der Existenz (welche mit Hilfe der in § 4
erwdhnten Kompaktheitsprinzipien verhiltnismaBig leicht i. allg. gezeigt werden
kann) heift diese dann eine , méglichst konforme Abbildung® (in der betreffenden
Abbildungsklasse) nach H. Grotzsch, der diese so ungemein trichtige Frage zuerst
[G3] betrachtete. Spater hat diesen Problemkreis ausgiebig O. Teichmiiller [T]
studiert und bekannt gemacht, dabei die (m. E. weniger suggestive) Bezeichnung
~€xtremal quasikonforme Abbildung“ verwendet.

Am schnellsten versteht man die Sache im Zusammenhang mit der
Grundaufgabe von § 2. Diese sehen wir jetzt sozusagen in der Umkehrung an. Es
werden jetzt also Vierecke B und B’ fest vorgegeben, oder - dquivalent dazu gemiB
dem Schema von Fig. 1 - Rechtecke % und ®’, d. h. die GréBen 4 und 4’. Dabei
konnen wir 0.E.d.A. h’>h vorgeben (sonst Vertauschung von ® und %’). Die
Frage lautet jetzt: Fiir welche eckpunkttreuen quasikonformen Abbildungen
BB’ bzw. X~ R’ wird die Maximaldilatation minimal? Die Betrachtung im
Zusammenhange mit (3) zeigt sofort: Es gibt genau eine moglichst konforme unter
diesen Abbildungen, und diese ist die Affinitit u=x, v=(h"/h)y.

Auf dieser Grundaufgabe aufbauend hat H. Grotzsch noch andere Aufga-
ben gelost. Spiter betrachtete insbesondere O. Teichmiiller [T] in groBBer Allge-
meinheit auch den Fall der méglichst konformen Abbildung zweier Riemannscher
Flichen. Die Existenz gewisser Abbildungen, deren Extremalitit anschlieBend
bewiesen wird (und die der Affinitét obiger Grundaufgabe entsprechen), nachzu-
weisen, ist dann erheblich komplizierter. Das hat O. Teichmiiller mit einem
Kontinuitatsschluf getan, was vielen unheimlich ist, so daB manch neuer Beweis
hierzu inzwischen existiert - vgl. z. B. [St].

In diesen Fragenkreis ordnet sich auch ein das Problem der moglichst kon-
formen Abbildungen der Einheitskreisscheibe auf sich bei fest gegebener Rand-
abbildung. Dabei ist geklart, zu welchen Randabbildungen tiberhaupt quasikonfor-
me Abbildungen des Inneren existieren. Weiteres zu dieser heute insbesondere von
K. Strebel, E. Reich u.a. sehr weit ausgebauten Theorie vgl. in [St]. Dort wird
insbesondere das interessante Phinomen erértert, daB die moglichst konforme
Abbildung nicht immer eindeutig bestimmt ist (vgl. hierzu auch unter §11).

SchlieBlich miissen wir noch kurz erwihnen, daB sich aus dieser Frage der
moglichst konformen Abbildung (als ein Zugang) die Teichmiiller-Theorie
entwickelt hat. Teichmiiller faBte Riemannsche Flichen gleichen topologischen
Typs zu einem ,,Raum*“ zusammen, wobei der ,Abstand“ zweier Riemannscher
Flichen definiert wird durch den Logarithmus der (konstanten) Dilatation der
mdoglichst konformen Abbildung zwischen beiden Riemannschen Flichen. Das ist
natiirlich ein besonderes Thema, auf das hier nicht weiter eingegangen werden
kann.
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10  Moglichst konforme Spiegelung an Jordankurven

Von eigenem Reiz wird die Frage nach moglichst konformen Abbildungen
im Zusammenhange mit Spiegelungen an einer geschlossenen Jordankurve €. Eine
quasikonforme Spiegelung an € ist eine orientierungsumkehrende Abbildung der
Zahlenkugel auf sich, bei der die Punkte von € alle fest bleiben und die beiden von
¢ berandeten einfach zusammenhingenden Gebiete vertauscht werden (und die
natiirlich quasikonform sein soll, genauer gesagt bei Nachschalten einer Spiege-
lung an der reellen Achse, die die Orientierung wieder herstellt). Falls eine solche
Spiegelung existiert, heiBt € ,Quasikreis“. Diese Fragestellung wurde von
L. V. Ahlfors angestoBen. Eine Ubersicht hierzu und die Zusammenhinge mit
anderen Fragen kann man in [Ge] lesen. Die Maximaldilatation der moglichst
konformen Spiegelungen an dem Quasikreis € heifie ,,Spiegelungskoffizient® Q.
Dazu setzen wir

_ Qs
QO +1

(und nennen auch dies ggf. Spiegelungskoeffizient).

Es besteht ein einfacher Zusammenhang mit der in § 9 genannten Aufgabe
der moglichst konformen Abbildung der Einheitskreisscheibe auf sich bei fest
gegebenen Randwerten. Dazu werden einfach die beiden von € berandeten einfach
zusammenhingenden Gebiete auf je eine Einheitskreisscheibe konform abgebil-
det. Unsere Aufgabe iibertrigt sich damit auf diese beiden Scheiben mit der durch
¢ induzierten Randabbildung. Auch in der umgekehrten Richtung gilt entspre-
chendes. Genaueres hierzu (z. B. auch zum Zusammenhang mit der Frage der
moglichst konformen Fortsetzung der Riemannschen Abbildungsfunktion zum
Inneren von @) findet man in [Kii 10]. Dort auch der Zusammenhang zwischen gg
und dem sog. Fredholmschen Eigenwert. Auch ist dort niher dargestellt, dal Qg
ein MaB fiir die Abweichung von € von einer Kreislinie darstellt. (Es ist in
elementarer funktionentheoretischer SchluBweise Qg = 1 genau dann, wenn € eine
Kreislinie auf der Zahlenkugel ist, und kleine, d. h. nahe bei 1 gelegene Werte von
Qg bedingen, daB € p° in einem Kreisring beliebig kleinen Radienverhiltnisses
liegt.)

qs

Man kann auch durch den Spiegelungskoeffizienten die Hausdorff-
Dimension von € abschitzen ~ vgl. [Be/Pom].

Wir wollen es uns nun nicht versagen, noch ein instruktives Beispiel zur
moglichst konformen Spiegelung zu betrachten.

11  Moglichst konforme Spiegelung an einer halben Lemniskate

Dieses Beispiel illustriert sehr gut die auftretenden Phianomene. Wir
konnen ohne zusitzliche Komplikationen gleich € etwas allgemeiner annehmen,
namlich als Bild von |3— 1| =1 bei der Abbildung durch w=;%(0 <a<1) mit der
Zweigwahl w(1)=1. Speziell fir a=1/2 erhalten wir die rechte Halfte der
Lemniskate mit den Grundpunkten w= = 1.
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Wir wollen nun zeigen: Die moglichst konforme Spiegelung an € ist nicht
eindeutig bestimmt, es gibt sogar unendlich viele méglichst konforme Spiegelun-
gen [Ki110]. Uber [Kii 10] hinausgehend existieren unter diesen sogar solche, deren

Dilatation iiberall < Q= 2 — 1= Maximaldilatation ist, auBer in dem Knick-
a

punkt v =0. Dieser ,wesentliche Punkt“ spielt also in ganz eigentiimlicher Weise
die entscheidende Rolle. Die folgende Betrachtung ist geometrisch-anschaulich,
eigentlich elementar*).

Die ganze Betrachtung beginnt mit der Konstruktion einer méglichst
konformen Fortsetzung der konformen Abbildung w=3* von |3— 1| <1 auf’s
Innere von €. Dies geschieht in der Logarithmusebene, wozu man Fig.3
vergleichen wolle; dort auch Erklirung der Bezeichnungen.

Zunichst wird die Fortsetzung in der logarithmischen Hilfsebene dadurch
konstruiert, dal man im Streifen /2 <y <3n/2 die Affinitit

23) u=ax, v=Q2-a)y-(1—-a)r

mit der (konstanten) Dilatation Q=£ —1 anschreibt. Dies paBt sich obiger
a

konformer Abbildung, die in der logarithmischen Ebene lautet w=a z, lings des
Randes des Streifens stetig an. Damit haben wir sogar eine Fortsetzung obiger
Abbildung von |3 — 1| <1 auf’s Innere von € konstruiert, die auch noch konform
ist etwas auflerhalb des Kreises |3—1|=1. Dies wird jetzt bei der folgenden
Modifizierung der Abbildung wesentlich ausgenutzt. Diese Abbildung wird
ndmlich nun dadurch modifiziert, da in der w-Ebene die Gerade Imw=mna/2
geeignet etwas ,verbogen und hochgedriickt“ wird, symmetrisch dazu die Gerade

Smw=m (2 - %) nach unten gedriickt. Dies in der Hoffnung, die Dilatation im

schraffierten Bereiche der w-Ebene etwas zu verringern, da ja dort aus infinitesima-
len Kreisen der z-Ebene infinitesimale Ellipsen der w-Ebene entstanden sind, deren
grole Achsen die Richtung der imaginiren Achse haben. Dies funktioniert
tatsdchlich — wie jetzt gezeigt werden soll - deshalb, weil durch die Konformitit der
Abbildung im Streifen | 3m z| < n/2 auch auBerhalb des Bildes von |3 — 1| =1 noch
ein gewisser ,Spielraum* fiir Abdnderung besteht.

Dieses Bild von [3—1]| =1 ist in der oberen Hilfte eine gewisse Kurve
y=f(x), x<log2. Sie bzw. ihr Bild in der w-Ebene soll zunichst genauer untersucht
werden, indem wir ansetzen

y=1—-e7?, O0<p<m

Man errechnet elementar

T, i 5
z=?1+log(p—?(p+..., u=alogp+...9°+..., v=—-——¢@+...

*) Ein mehr analytisch konstruiertes Beispiel wird in [Kr 3] angegeben. Im Zusammenhange
mit den méglichst konformen Abbildungen mit festen Randwerten wird dieses Phanomen, da die
Dilatation im Innern stets < Maximaldilatation ist, z. B. schon in [R/St] an einem Beispiel beobachtet.
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Fig. 3

(Potenzreihen in @ mit reellen Koeffizienten). Es entsteht also das Bild von y = f(x)
in der w-Ebene in der Form

na a N
v= - e*/* + hohere Potenzen von e*/®

fiir hinreichend kleine u (was hier geniigt). Demnach gilt auf diesem Bild

na
u<7—e/‘“,

falls f>0 hinreichend klein konstant und nun fest gewéhlt wird (8 darf dabei
beliebig klein sein).
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Die angekiindigte Abinderung obiger Abbildung w(z) zu w*(z) =u* +iv*
wird nun mit zunichst noch nicht festgelegtem, jedenfalls hinreichend kleinem
y>0 angesetzt in Form von -

* N < Yy < T,

u* =ax . .

(24) im Halbstreifen
v*=Q-a)(y—m) (1 —ye*)+n x <log2

mit symmetrischer Fortsetzung in den Halbstreifen n <y <3m/2, x<log2. Die
Symmetriegerade y =7 geht in die Symmetriegerade v* = r iiber.

Man errechnet fiir die Dilatation p*>1 dieser Abbildung mit der
Jacobischen Determinante J* >0

1 uf?+ul?+ 0¥+ 0}?
(25) P*+;;—= Y I X Y

= é + Q[l _ 2yeaﬂx + y2e2"ﬂ" + a2ﬂ2y2(y _ 7.l:)2€2nzﬂx]]/(l _ yeaﬂx).

Man sieht, daf} dies tatsdchlich < Q+1/Q ist fiir hinreichend kleine y, wie wir
erhofft hatten.
Es entsteht bei (24) als Bild von y =n/2 bzw. v =na/2 die Kurve

(26) v*= % +(2 - a)% yeh*, u* < alog 2.

In dem Halbstreifen —;— <y<m,log 2 < x wird die Abbildung

(27) u* =ax, U*=(2~a)(y~n)(l _yea/}log2)+n

stetig an (24) angeschlossen, wobei man genauso eine Dilatation < Q errechnet fiir
kleine y.
Nun wird noch der Ubergang w—w* im Streifen |v| <ma/2 betrachtet
(wo w(z) konform war). Fiir |v| I —ef* u<alog? setzen wir w*=w. Fiir
na g, na . 2
—5— —efigr —2— u< alog 2 sei dagegen

u* =u,

@) e _ (1 +(2—a)%y) (v——n—za—>+—n—29—+(2—a)%yeﬂ“‘

Diese Abbildung schlie8t sich stetig an die eben genannte Abbildung w*=w
furv= % —eP* an und stetig an (24) fiir v =na/2. Hier errechnet man, daf} die

Dilatation beliebig nahe bei 1 liegt fiir kleine y, also jedenfalls < Q ist.

Endlich wird noch im Halbstreifen |v| <ma/2, a log 2 <u die Abbildung
- wie im dariiber liegenden Halbstreifen - in der Form u*=u, v* =F(v) mit
solchem F angesetzt, dafl wieder links stetiger AnschluB} vorliegt. Wieder liegt die
Dilatation beliebig nahe bei 1 fiir kleine .
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Nachdem man die Abbildung noch zur reellen Achse symmetrisch
fortgesetzt hat, ergibt sich durch den Ubergang m* = e** insgesamt tatsichlich in
Form von m* =mw*(3) eine schlichte Abbildung der Vollebene, die fiir [;—1| <1
konform ist und auflerhalb dieses Kreises quasikonform, wobei die Dilatation
liberall < @ ist auBer im Punkte 3=0.

In bekannter Weise [Kii 10] ergibt sich daraus dann auch eine quasikonfor-
me Spiegelung an der Kurve € der m-Ebene, deren Dilatation iiberall, auBler in der
Ecke m=0, stets < Q =Maximaldilatation ist.

Dal} diese Spiegelung mdoglichst konform ist folgt daraus, dal durch den
Knickwinkel bei € niemals die Maximaldilatation <Q sein kann bei einer
quasikonformen Spiegelung.

Durch diese Betrachtung wird sinnfillig zum Ausdruck gebracht, welch
groBe Rolle bei gewissen Kurven € evtl. vorhandene Ecken bei der quasikonfor-
men Spiegelung spielen. Dies ist allerdings nicht immer so, wie sich z. B. aus [Kii 10]
fiir den Fall ergibt, € ist eine langgestreckte Rechteckslinie.

Im AnschluB an dieses Beispiel (aber nicht nur hier) dringen sich z. B.
folgende Fragen auf. Wie kann man den Bereich, in dem eine méglichst konforme
Spiegelung konform ist, maximal machen? Oder man bestimme bzw. charakterisie-
re die moglichst konformen Spiegelungen an € mit der Eigenschaft, daB bei echter
Verringerung der dabei auftretenden Dilatation in einem Teilgebiet keine mog-
lichst konforme Spiegelung mit der abgednderten Dilatation existiert! Diese
Fragen haben natiirlich nur dann Sinn, wenn (wie im obigen Beispiel) die méglichst
konforme Spiegelung nicht eindeutig bestimmt ist. Bei z. B. analytischen € sind
diese Fragen gegenstandslos, da dann die mdglichst konforme Spiegelung
eindeutig bestimt ist und konstante Dilatation besitzt.

12 Moglichst konforme Spiegelung an einem Jordanbogen

Es sei ¢ ein abgeschlossener Jordanbogen mit denEndpunkten z; und z, auf
der z-Zahlenkugel. Wann existiert eine quasikonforme Spiegelung an ¢, d. h. eine
orientierungsumkehrende quasikonforme Abbildung der Vollkugel auf sich, die
alle Punkte von ¢ festlit? Auch die Frage nach einer moglichst konformen
Spiegelung 1aft sich betrachten und wieder ein Spiegelungskoeffizient Q, und eine
entsprechende Grof3e

_ Q-1
Q +1

einfithren. Diese Fragen lassen sich auf die nach Spiegelungen an geschlossenen
Jordankurven dadurch zuriickfithren, dal man die zweiblittrige Riemannsche
Fliche mit Windungspunkten in z; und z, auf die schlichte Zahlenkugel
konform abbildet. Gleichwohl entstehen insbesondere im Zusammenhange mit
moglichst konformen Spiegelungen Fragen von eigenstindigem Interesse fiir
Bogen.

Sei z. B. ¢ ein abgeschlossener Teilbogen auf einem festen analytischen
Jordanbogen, wobei ¢ die Lange 2¢ besitzt und die Lange durch den festen Punkt

9c
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zp € ¢ halbiert wird. Dann gilt fiir e -0

1 |dk
29 - |—
(29) =15 | 45
wobei dk/ds die Ableitung der Kriimmung k nach der Bogenldnge s im Punkte z,

1st.

- g2+ O,

Diese asymptotische Darstellung des Spiegelungskoeffizienten zeigt, dafl
dieser etwas mit Kriimmung zu tun hat, allerdings nicht mit der Kriimmung selbst,
sondern mit der Ableitung hiervon. (In diesem Zusammenhange: Der Spiegelungs-
koeffizient bleibt invariant bei linearer Transformation, insbesondere bei Ahnlich-
keitstransformation, was aber die Kriimmung verindert.)

Wenn bei den Spiegelungen die Nebenbedingung o — o hinzugefordert
wird, hat man statt (29)

(30) m=%k£+0@ﬁ

Man kann nun mathematisch allgemein die Frage stellen, an welchen
Mengen M man quasikonform spiegeln kann, d. h.: Zu welchen M existiert eine
orientierungsumkehrende quasikonforme Abbildung der Vollkugel auf sich, die
samtliche Punkte von M festldBt? Eine vollstandige Charakterisierung dieser M ist
ein offenes Problem. Klar ist, daB an einer nur aus endlich vielen Punkten
bestehenden Menge M quasikonform gespiegelt werden kann. Und klar ist
natiirlich, daB} dies nicht geht, wenn M einen inneren Punkt hat.

13  Dilatationsbeschriankung im Mittel

Es liegt eigentlich sehr nahe, neben ortsabhingigen Dilatationsbeschrin-
kungen der Form (7) auch Dilatationsbeschriankungen im Mittel der Form

@B || ®(p(2),2)dxdy < C = const
e

zu betrachten. Dazu wird eine reell-wertige ,Mittelungsfunktion“ @(p, z) fest
vorgegeben. Diese hangt im einfachsten Falle nur von der Dilatation p ab, kann
aber natiirlich noch von z abhiangen. Wir setzen gleich der Einfachheit halber
voraus, dal @ zu jedem z nach p zweimal stetig differenzierbar ist mit @,> 0.
Auflerdem erweist es sich als naturgemif}, Konvexitit @,,>0 anzunehmen. Die
Integration in (31) erfolge iiber ein Teilgebiet &’ des abzubildenden Gebietes ®.
Und die Konstante C in (31) muB natiirlich hinreichend grof} (fest) vorgegeben
werden, damit die Bedingung (31) von mindestens einer Abbildung erfiillt werden
kann.

Es ist in vielen Zusammenhéngen - in der Mathematik allgemein gespro-
chen - einfacher (d. h. einfacher handhabbar und mit einfacheren Ergebnissen),
mit Beschrankungen im Mittel zu arbeiten statt mit Beschrinkungen des Supre-
mums. Hier ist dies jedoch nicht so. Wir wollen skizzieren, daB3 die Mittelbeschrin-
kungen (31) zu nichtlinearen Gleichungssystemen fiir die Ableitungen der
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Extremalabbildungen fiihren, wiahrend die ortsabhingigen Beschrinkungen der
Form (7) zum linearen Differentialgleichungssystem (10) fiihrten.

Schauen wir uns als Beispiel wieder das Extremalproblem (11) an, jetzt in
der Klasse aller quasikonformen Abbildungen eines endlich vielfach zusammen-
hingenden Gebietes & 500, wobei diese Abbildungen in einer festen Umgebung
von z =% konform sein sollen mit der Entwicklung (8) und im Rest &’ des Gebietes
(31) erfiillen. Falls g(z) eine Extremalabbildung ist mit der Dilatation p(z) > 1 und
der Jacobischen Determinante £, dann gilt notwendig: ¢(z)=u+iv ist (1/p)-
analytisch, erfiillt also

(32) u,=ypv, U, = — poy,

in (31) steht das Gleichheitszeichen, und dazu gilt noch - das ist das entscheidend
Neue -

(33) S =cpd, falls p=#l,
(34) SF<cep®, falls p=1

mit einer Konstanten ¢ >0. Die Bildrandkomponenten sind zur reellen Achse
parallele Strecken. Diese notwendige Bindung wird sogar hinreichend, falls noch
®,,>0 gilt fir ein die bisherigen Bedingungen erfiillendes g(z).

In (32), (33) steckt das schon angekiindigte nichtlineare Differentialglei-
chungssystem. Das zu sehen, setzen wir V2 =u?+u2. Man errechnet

(35) V2=pS =cp’d,

Dies 148t sich als funktionelle Abhéngigkeit zwischen ¥ und p auffassen, die sich
auflésen 1aBt nach p zu p = P(¥?) mit einer gewissen Funktion P (zu jedem festen z).
Das gibt dann tatsichlich das nichtlineare System

(36) wu,=P@l+iud)-v, u,=— Pl +ud) v,

Dieses System spielt in der Gasdynamik (stationire, reibungs- und
wirbelfreie Unterschallstromungen eines kompressiblen Gases) die zentrale Rolle
(s.u.). Der Beweis der Existenz von Losungen von (36) wire wie in der
Gasdynamik zu fiihren, wobei alierdings noch der Méglichkeit (34) Rechnung zu
tragen ist, was erhebliche zusitzliche Komplikationen verursacht. Eine systemati-
sche Durchfithrung dieses Existenzbeweises steht noch aus.

In diesem Zusammenhange ist noch auf folgenden komplizierenden
Umstand hinzuweisen. Die Existenz von Extremalfunktionen bei ortsabhéngiger
Dilatationsbeschrankung der Form (7) ergibt sich unmittelbar wegen der in §4
erwihnten Kompaktheit der entsprechenden Abbildungsklassen. Diese Kompakt-
heit liegt natiirlich - wie man ganz elementar sieht - bei der Dilatationsbeschrin-
kung (31) nicht vor. Tatséchlich ist es dadurch bis heute nicht gelungen, a priori die
Existenz von Extremalfunktionen bei Dilatationsbeschrinkungen im Mittel
nachzuweisen. Wenn dies gelidnge, hitte man iibrigens die Moglichkeit, in ganz
neuer Weise die Existenz gasdynamischer Strémungen nachzuweisen.

Wir heben noch zwei besonders interessante Mittelungsfunktionen @
hervor.
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Setzt man

G ep=—+L ©<a<)

p «
an (@ also nur von p abhingig, nicht explizit von z), dann ergibt sich aus (36), daB3
U=c""2-Re ¢ die Minimalflichengleichung

(38) (1 + W)Uy —2U, U, Uy, + (1 + U)U,, =0

erfiillt. Das sollte einmal ndher studiert werden, da die hier auftretenden
Randaufgaben nicht dem géngigen Schema entsprechen.

Nochmals konkret zur schon genannten Gasdynamik. Gegeben sei eine
Beziehung p =p(©) zwischen Druck p und Dichte o mit d p/d o >0. Dazu besteht
iiber die Bernoullische Gleichung zwischen Geschwindigkeitsquadrat V2 und p
und damit o eine Beziehung, so daf}

(39) <I>=p+%pV2

eine reine Funktion von o wird. Setzt man noch p = a/p (@ > 0), wird endlich @ eine
Funktion von p, und diese Funktion wird als Mittelungsfunktion in (31) gewihlt.
Damit 148t sich dann das komplexe Potential § =u +iv zu einer gasdynamischen
Umstrémung als Extremale in einer Klasse quasikonformer Abbildungen charak-
terisieren.

Niheres zu diesem Teilthema vgl. in [Kr/Kii].

14  Geometrische Anwendung:
Moglichst kreisnahe Jordankurve durch n Punkte

Auf der komplexen Zahlenkugel seien n >4 verschiedene Punkte zi, ..., z,
gegeben. Betrachtet werden alle geschlossenen Jordankurven @, die durch diese
Punkte in dieser Reihenfolge verlaufen und einer vorgegebenen Homotopieklasse
angehoren. Frage: Welches € ist moglichst kreisnahe? Entscheidend ist natiirlich,
wie man Kreisndhe einer Jordankurve definiert. Wenn man dies unmittelbar-
geometrisch macht, wofiir es viele Mglichkeiten gibt, wird man wohl i. allg. an
Einschriankungen beziiglich der Lage der z; nicht vorbeikommen. Wir wollen hier
eine Moglichkeit betrachten, bei der die gestellte Aufgabe immer ,korrekt gestellt®
ist, d. h.: Es existiert eine Losung, diese ist eindeutig bestimmt und héingt stetig von
den Vorgaben (ndmlich den z;) ab. Wir nehmen ndmlich den in § 10 definierten
Spiegelungskoeffizienten Qg als MaB fiir Kreisniahe. Natiirlich ist , Kreisnihe“
nicht so verbissen zu sehen, d. h. nur wenn die z; ,,annihernd® auf einer Kreislinie
liegen, wird die Losung unserer Aufgabe auch nahezu wie ein Kreis aussehen.

Die Loésung obiger Aufgabe wurde in [Kii13] gegeben durch Zuriickfiih-
rung auf eine klassische Aufgabe von O. Teichmiiller. Dazu wird gefragt nach den
orientierungsumkehrenden moglichst konformen Abbildungen der Zahlenkugel
aufsich, bei denen die z; festbleiben. Diese Aufgabe besitzt genau eine Lésung, und
das gesuchte € ist gerade die Fixpunktlinie hierbei. Dieses § ist stiickweise
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Fig. 4

analytisch und besitzt iiberraschenderweise immer Knicke, und zwar nicht nur in
den z;, sondern u. U. auch - scheinbar véllig unmotiviert - in weiteren Punkten.
Das hingt damit zusammen, dafl das beschreibende quadratische Differential in
den z; einfache Pole bekommt (falls der betreffende Punkt nicht ,iiberfliissig® ist)
aber dazu noch u. U. Nullstellen.

Man kann alles explizit mit elliptischen Funktionen und Integralen
ausrechnen [Kii14] im einfachsten nichttrivialen Falle n=4. In Fig. 4 sind zwei
Beispiele einer solchen méglichst kreisnahen Jordankurve durch vier Punkte
gezeichnet.

>

15  Physikalische Anwendung:
Elektrostatik in inhomogenen Medien

Wir betrachten ebene Elektrostatik in der z-Ebene, wobei das Dielektri-
kum inhomogen, teilweise sogar anisotrop sein darf. Mathematisch #dhnliche
Probleme treten auf in der (ebenen) Magnetostatik, bei stationiren elektrischen
Strémen in inhomogenen Medien sowie bei Temperaturfeldern bei ortsabhingiger
Wairmeleitfahigkeit und bei stationdren Grundwasserstrémungen in pordsen
Medien.

Fiir Feldstarke € und dielektrische Erregung © ergibt sich aus den
Maxwellschen Gleichungen rot € =0, div® =0, woraus bei ebenen Problemen die
Existenz zweier Funktionen U und V (¥ evtl. mehrdeutig) folgt, fiir die

¢=-grad U, ®=(_V">

gilt. Die Potential- bzw. Feldlinien von © haben dann die Gleichung U = const bzw.
V = const. Der Fluf} des Vektors ® durch eine Kurve ist gleich der Differenz der V-
Werte der Endpunkte. Wird nun im zunéchst anisotropen allgemeinen Falle eine
Beziehung

D=1(e)" €, (&) = ( e e ), & = &;(x, »),

€21 €22

zwischen den Spaltenvektoren € und © angenommen, so erfiillt das ,komplexe
Potential® f=U+1iV das System

40y V,=enUs+epl, —Vi=enUs+enU,
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das sich bei isotropen Medien mit &y =&, =¢, &, =& =0 zu

41) UX=—1— vy, Uy=—l V., mit e=¢(x,y)
& &

spezialisiert. Das komplexe Potential stellt also bei isotropen Medien eine é¢-
analytische Funktion dar (vgl. bei (10)). Es besitzt dhnliche Abbildungseigenschaf-
ten wie bei homogenen Medien. (Ublicherweise charakterisiert bzw. berechnet man
bei z. B. stiickweise konstanter Dielektrizititskonstante die zugehdrigen reellen
Potentiale durch Forderung der Stetigkeit dieser reellen Potentiale nebst einer
Ubergangsbedingung bei der Normalableitung; in der hier geiibten Auffassung
wird praktisch letztere Forderung ersetzt durch die der Stetigkeit einer zum reellen
Potential konjugierten Funktion, was gewisse theoretische Vorteile bietet.). Es
wird z.B. die Uberlagerung des zweifach zusammenhingenden Feldgebietes
zwischen zwei Leitern durch das komplexe Potential auf einen Parallelstreifen in
Richtung der imaginiren Achse abgebildet.

Der anisotrope Fall 1Bt sich in dem hier betrachteten ebenen Fall immer
auf den isotropen Fall durch eine iiber eine Beltramigleichung (vgl. § 16) definierte
quasikonforme Abbildung zuriickfithren [Kii2b].

Das Auftreten des Differentialgleichungssystems (41) ist der Grund dafiir,
daB sich mit Hilfe der Methoden und Ergebnisse, wie sie oben in §5 skizziert
wurden, Extremalprobleme des folgenden Typs behandeln lassen [Kii2a]. Das
Innere eines zylindrischen elektrisch leitenden Rohres besitze als Durchschnitt mit
einer zur Zylinderachse senkrechten z=x+iy-Ebene ein vorgegebenes einfach
zusammenhingendes Gebiet ®. Das Rohr sei mit einem Medium angefiillt, dessen
Dielektrizitdtskonstante eine Funktion ¢ =¢&(x, y) ist. Unter allen zusammenhén-
genden, innerhalb des Rohres befindlichen ebenfalls zylindrischen Leitern, deren
Durchschnitt mit der z-Ebene ein Kontinuum ist und gewisse # in & fest
vorgegebene Punkte zy, ..., z, enthilt, wird nach denjenigen gefragt, fiir die die
Kapazitit des entstehenden Kondensators minimal ausfallt.

Im Falle, ¢ ist in ganz & konstant, handelt es sich um ein klassisches
Problem, das mit den Methoden der Theorie der konformen Abbildung von
H. Grétzsch, M. A. Lavrent’ev u. a. gelost wurde. Wie in diesem klassischen Falle
ergibt sich in unserem allgemeineren Falle: Es gibt genau ein Extremalkontinuum,
und dieses besteht aus endlich vielen Jordankurvenbdgen, wobei in jedem Punkte
die sich einstellende Ladungsdichte auf beiden Ufern iibereinstimmt. Dies ist
allerdings genauer bisher nur fiir n =2 durchgefiihrt, da eine gewisse Existenzfrage
bisher nicht vollstindig bzw. nur fiir gewisse Einschrinkungen [Ki] beantwortet
werden konnte. Es ergibt sich, daB fiir » =2 dieses Extremalkontinuum aus einem
z,und z, verbindenden Jordanbogen besteht, der iiberall dort stetig differenzierbar
ist, wo &(x,y) stetig differenzierbar ist. Mit Hilfe von Verzerrungssidtzen bei
quasikonformen Abbildungen kann man noch a priori-Abschédtzungen der
geometrischen Gestalt dieses Extremalkontinuums gewinnen [Ki]. Wirklich
sausrechnen“ kann man es allerdings nur in cinfachen Sonderfillen [Kr/Kii]
(S. 156).
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16  Quasikonforme Abbildungen durch elliptische Systeme

Aus der klassischen Theorie der konformen Abbildungen kennt man sog.
Normalabbildungen. Danach ist z.B. (Riemannscher Abbildungssatz) jedes
einfach zusammenhingende Gebiet mit mindestens zwei Randpunkten auf die
Einheitskreisscheibe schlicht konform abbildbar (bei gewissen Nebenbedingungen
ist diese Abbildung eindeutig bestimmt). Oder jedes zweifach zusammenhingende
Gebiet mit zwei nichtpunktférmigen Randkomponenten ist auf einen konzentri-
schen Kreisring schlicht konform abbildbar. Insbesondere von P.Koebe und
intensiv spéter durch H. Grétzsch sind dann noch zahlreiche Abbildungssatze fiir
mehrfach zusammenhangende Gebiete gewonnen worden. Danach ist jedes n-fach
zusammenhingende Gebiet z. B. auf ein von lauter Kreislinien berandetes Gebiet
abbildbar (Koebesches Kreisnormierungsprinzip), oder auf ein von lauter zur
reellen Achse parallelen Strecken berandetes Gebiet (Parallelschlitztheorem), oder
allgemeiner auf ein von Strecken vorgegebener Neigung berandetes Gebiet
(Koebesches Geradenschlitztheorem). Dabei kann noch gefordert werden, daB ein
vorgegebener innerer Punkt in den unendlich fernen Punkt iibergeht mit einer
Normierung dhnlich zu (8); dann ist die Abbildung jeweils eindeutig bestimmt.

Es zeigte sich, daf} diese Abbildungssitze im wesentlichen bei naheliegen-
den Modifizierungen richtig bleiben, wenn man nicht speziell das bei konformen
Abbildungen zugrunde liegende Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungssy-
stem fordert, sondern allgemeiner ein lineares elliptisches Differentialgleichungs-
system

42) v, =au, +bu, = Uy = cuy + du,,

wobei a, b, ¢, dim betrachteten Gebiet reellwertige (und z. B. meBbare) Funktionen
von x und y seien und die gleichmiBige Elliptizitidtsbedingung

a>0 und 4ad—(b+c)*>const>0

erfiillt sei.
Es ist fiir viele Zwecke duBerst giinstig, dieses System komplex zu
schreiben. Wenn wir setzen z=x+1y, w=u+iv und die ,komplexen Ableitungen“

“43) w,= % Wy —iw)), w;= % (wy +iwy)

einfithren, ist das System (42) aus zwei reellen Differentialgleichungen #quivalent
zu der einen komplexen Differentialgleichung

(44)  wz;=vw, + uw,,

wobei einfache Umrechnungsformeln zwischen den reellen Koeffizienten a, b, ¢, d
einerseits und den komplexen GréBen v, u andererseits bestehen [Re2].

Es sind in der Literatur neben den Systemen (42) bzw. (44) noch andere
Systeme betrachtet worden, z. B. die Systeme von I.N. Vekua. Aber fiir Abbil-
dungszwecke spielt (42), (44) eine besonders giinstige Rolle. Das hingt damit
zusammen, daf} die Lésungen von (42), (44) dhnlich wie im Cauchy-Riemannschen
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Spezialfalle, d. h. dhnlich wie analytische Funktionen auf Riemannsche Flachen
abbilden gemiB dem sog. Darstellungstheorem [Re2]. Es konnen also - anschau-
lich gesprochen - durch die Losungen von (42), (44) keine mehrblattrigen
Flachenstiicke mit Falten entstehen.

Ein herausragender Sonderfall des Systems (42), (44) ist das sog. Beltrami-
system u =0, das auch zuerst betrachtet wurde: [L], [A/B] - vgl. auch [A], [Le/V],
[Re2].

Das System (42), (44) 14Bt sich dadurch geometrisch charakterisieren, dal3
bei einer schlichten Losung jeweils zum Punkte z konzentrische infinitesimale
Ellipsen einer bestimmten Orientierung und eines bestimmten Achsenverhéltnisses
(beides 148t sich aus a, b, ¢, d errechnen) in zu w = w(z) konzentrische infinitesimale
Ellipsen einer bestimmten Orientierung und eines bestimmten Achsenverhéltnisses
(wieder aus a, b, c, d berechenbar) iibergehen. Beim Beltramisystem sind letztere
Ellipsen einfach Kreise. Uber den Spezialfall (10) hatten wir schon das Entspre-
chende gesagt. Dieser Spezialfall stellt sozusagen eine Briicke dar zwischen der
oben dargestellten geometrischen Richtung in der Theorie der quasikonformen
Abbildungen und der jetzt erdrterten mehr analytischen, an ein Differentialglei-
chungssystem gebundenen Richtung. Dieser Spezialfall spielt - wie in §15
angedeutet - auch in der mathematischen Physik eine besondere Rolle.

Durch diese geometrische Interpretation des Systems (42), (44) ergeben
sich iibrigens auch geometrisch sofort Regeln dafiir, welches Differentialglei-
chungssystem erfiillt wird fiir die Hintereinanderausfithrung zweier Abbildungen,
fiir die jeweils ein Differentialgleichungssystem erfiillt ist. Diese Regeln ergeben
sich rechnerisch wesentlich mithseliger.

Es ist nach diesen Zusammensetzungsregeln z. B. so, daf bei anschlieen-
der Ausfithrung einer konformen Abbildung aus einer L3sung eines Beltramisy-
stems wieder eine Losung des gleichen Beltramisystems entsteht. Da man die
Existenz der Losung des Beltramisystems nach [A/B] fiir die Vollebene heute
(unter schwachen Voraussetzungen an die Koeffizienten) kennt, kann man also
durch ,,Nachschalten“ einer konformen Abbildung z. B. jedes einfach zusammen-
hingende Gebiet (mindestens zwei Randpunkte) auf die Einheitskreisscheibe
abbilden auch durch eine Losung eines vorgegebenen Beltramisystems. Und
entsprechend erhilt man durch Anwendung des ganzen Arsenals der oben
genannten konformen Normalabbildungen sofort auch entsprechende Beltrami-
Normalabbildungen.

Schwieriger ist diese Frage nach Normalabbildungen im Falle des allgemei-
nen Systems (42), (44) zu erledigen. Nach Spezialfillen, behandelt durch Z. Schapi-
ro, F.G.Dressel & J.J.Gergen u.a., wurde diese Frage am allgemeinsten durch S.
V. Parter [P] behandelt; spater noch einige speziellere russisch-sprachige Arbeiten.

Auch nichtlineare Systeme sind abbildungsmiBig betrachtet worden:
M. A. Lavrent’ev, B. W. Bojarski.

In der Theorie der konformen Abbildungen kann man die durch die
Abbildungssitze theoretisch als existent nachgewiesenen Abbildungen zumindest
in wichtigen Spezialfillen auch explizit formelmaBig konstruieren. Man denke
z.B. an die Schwarz-Christoffelschen Formeln zur Polygonabbildung. Etwas
dhnliches gibt es bei den Abbildungssitzen beziiglich des allgemeinen elliptischen
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Systems (42), (44) praktisch kaum. Lediglich beim Beltramisystem gibt es einige
wenige ,geschlossene Losungen® ~ vgl. z.B. in [Kii3] den Fall, der ,Beltrami-
Koeffizient“ v ist dreiecksweis konstant.

Noch ein besonderes Teilthema sei hier besonders bedacht. Eine interessan-
te Frage ist die nach der Losung eines Extremalproblems in Klassen von
Abbildungen, die ein festes elliptisches System (42), (44) erfiillen. Wenn es sich um
ein Beltramisystem handelt, ist die Sache trivial bzw. sofort nach obigen
Bemerkungen auf den klassischen konformen Fall zuriickfithrbar. Sonst aber
treten sofort ganz betrichtliche Schwierigkeiten auf. Diese sind in [Re 1] mit Hilfe
einer Variationsmethode iiberwunden worden. Es konnte gezeigt werden, daf sich
die Losungen von Extremalproblemen durch gewisse , verallgemeinerte quadrati-
sche Differentiale” beschreiben lassen, wenn im entsprechenden klassischen Falle
quadratische Differential auftreten. Es scheint schwierig zu sein, Beispiele von
elliptischen Systemen anzugeben, in denen man alles “ausrechnen® kann, so daf
man das betrachtete Extremalproblem bis zur Aufstellung einer expliziten
Ungleichung behandeln kann.

17  pe-analytische Normalabbildungen

Unter den elliptischen Systemen (42), (44) spielt das spezielle System (10)
nun einmal eine besondere Rolle, einmal fiir Extremalprobleme bei quasikonfor-
men Abbildungen mit ortsabhingiger Dilatationsbeschriankung, wie in § 5 aufge-
zeigt, und dann zur Beschreibung physikalischer Felder, wie aus § 15 hervorgeht.
Dementsprechend spielen auch die an das System (10) gekoppelten Normalabbil-
dungen eine besondere Rolle. Die Situation ist hier analog zu einem Phinomen bei
konformen Abbildungen: Z. B. spielt das Parallelschlitztheorem eine besondere
Rolle innerhalb des Koebeschen Geradenschlitztheorems (vgl. Anfang von § 16).
Letzteres ist zwar wesentlich allgemeiner, tritt aber eben nicht so hiufig auf.

Betrachten wir z. B. noch einmal genauer die Extremalfunktionen zum
Extremalproblem (11) bzw. - die dortige Sonderrolle von z = aufhebend - gleich
etwas allgemeiner die folgenden Funktionen g;(z, @). Diese werden zu dem (z. B.
stiickweis analytisch berandeten) Gebiet & mit darin erklartem (z. B. stiickweis
glattem) reellen py(z) bzw.

z)—1
/I(Z) — pO( )
Po(2) + 1
so definiert. Es ist g5(z, @) schlicht in ® und in z=a durch die Entwicklung
2i9
8s(z,a) = ! + £ @) + hohere Glieder
z—a z—a

normiert, wobei sich je nach Voraussetzungen iiber py(z) Prizisierungen iiber diese
hoheren Glieder ergeben. Ferner ist ein vorgegebener innerer Punkt #a von ®
Fixpunkt bei gy(z,a). Es erfilllt e Pgy(z,a) die Differentialgleichung (44) (mit
v=0). Die Bilder der Randkomponenten von & sind Strecken des Neigungswinkels
¥ gegen die positiv reelle Achse.
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Wir definieren noch
1 1
(45) M(z,a) = > (80(2, @) — gx12(2,0)), N(z,a) = > (80(z,a) + gx2(2, @)

Man erkennt diese Funktionen gy(z, a) als eine Art komplexe Grundlésung zur
Differentialgleichung (44) (mit v=0), und zwar mit dipolartiger Singularitit im
~Aufpunkt” z=a. Es gibt nun ein umfangreiches System von eigentiimlichen
Identitédten [Kii8], z. B.

(46)  gs(z,a) =€’ [go(z,a) - cos ¥ —1i - gn2(z,a) + sin 9],
(47) ME = ﬂﬁb NE = #Ea
(48) (1 —42(b) * M.(b,a) = (1 — p*(a)) - Mi(a,b),

dazu Verkniipfungen mit noch anderen Normalabbildungen bzw. GrundlSsungen.
Diese Identititen verallgemeinern entsprechende, wie sie aus der Theorie der
konformen Abbildungen durch klassische Untersuchungen von P. R. Garabedian
und M. Schiffer bekannt sind.

Diese Eigentiimlichkeiten der Funktionen g (z, a) kénnen auch in verschie-
denen Verfahren zu ihrer effektiven Konstruktion ausgenutzt werden. Am
einfachsten wird das im Falle, u(z) ist stiickweis konstant. Dann gibt es z.B.
Integralgleichungsverfahren. Besonders interessant ist dann folgendes Verfahren
der ,Kernfunktion®, da es wieder den intensiven Zusammenhang der ganzen
Theorie mit der klassischen Funktionentheorie aufzeigt. Dabei wird gy(z, @) in eine
Orthonormalreihe entwickelt, wie man das aus der Theorie der konformen
Abbildungen bei der Riemannschen Abbildungsfunktion, bei der Parallelschlitz-
abbildung u. 4. kennt. Das Entscheidende hierbei ist, einen geeigneten Hilbert-
raum, d. h. vor allem ein ,passendes“ Skalarprodukt zu finden.

Wir erlautern in einem Spezialfall [Kii9]. Sei #(2)=0in dem Gebiet G 50
(z.B. von stiickweis analytischen Jordankurven berandet, Gesamtrand sei §),
u(z) = qim Komplement. (Das abzubildende Gebiet & ist also die ganze z-Ebene.)
Dann bedeutet die Konstruktion der Abbildung g, bei Aufpunkt z=o0, eine
funktionentheoretische Randwertaufgabe zu l6sen. Es ist nimlich zu der in G
analytischen Funktion gy im Komplement von G ein System analytischer
Funktionen zu bestimmen, die aus gy durch eine Affinitit in der Bildebene
entstehen, wobei langs € aus der Stetigkeit von g; eine I'Jbergangsbedingung fiir die
analytischen Funktionen entsteht.

Man betrachte die Gesamtheit ) aller F’(z), fiir die Fi (2) inG analytisch und
eindeutig ist mit F(c°) =0 und endlichem Dirichlet-Integral iiber G. Jedem F’ wird

= 1 F .
) Fr@=aF@+q— [[ LD acan,  ¢-cig
g -z
zugeordnet und dann das Skalarprodukt

(50)  (F,H)= [[ F"H — F*H*")dxdy
G
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angeschrieben fiir F’, H’ € $. Dann stellt  einen Hilbertraum dar, und man kann
tatsachlich Orthonormalsysteme und daraus g, konstruieren unter wesentlicher
Ausnutzung der genannten Ubergangsbedingung lings €. Weitere Untersuchun-
gen hierzu: Vgl. [Ho2].
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Uber den n-dimensionalen Residuensatz
E. Kunz, Regensburg

1 Formulierung des Residuensatzes

Es handelt sich um den Residuensatz auf dem n-dimensionalen affinen
Raum A} iiber einem algebraisch abgeschlossenen Koérper K oder (je nach
Betrachtungsweise) auf dem projektiven Raum IPZ. In diesem Ubersichtsartikel
sollen geometrische Anwendungen des Residuensatzes angegeben werden und es
soll insbesondere gezeigt werden, daf} viele schone klassische Sdtze Folgerungen
aus dem Residuensatz sind.

Die Polynomalgebra K[X,, ..., X,]=: K[X] trage die durch deg X;= ;€ N,
(i=1,...,n) gegebene Graduierung. Ist a;=+++=a,=1, so sprechen wir von der
Standardgraduierung. Fur fe K[X] bezeichne Gf die Gradform von f, d.h. die
homogene Komponente héchsten Grades bei der gegebenen Graduierung.

Sei f:=(f1,...,f») eine Folge von Polynomen aus K[X], fiir welche die
Gradformen eine regulire Folge Gf:=(Gfi,..., Gf,) bilden. Dann ist auch feine
reguliare Folge und es gilt

n
(1) dimg KXV/(S) - dimy KIXY(GP) = [ | 22
i=1 i

(vgl. [KK], 1.9 und 1.13b). Insbesondere ist die Nullstellenmenge ¥"( f) der f;in Ag
eine endliche Menge abgeschlossener Punkte. Im Fall der Standardgraduierung ist
Gf genau dann eine regulire Folge, wenn die Hyperflachen f; =0 keine gemeinsa-
men unendlich fernen Punkte besitzen.

Sei nun w=~hdX,---dX, (heK[X]) eine Differentialform n-ter Stufe (n-
Form). Dann ist fiir jedes P e ¥"(f) das Grothendiecksche Residuum

|

definiert, dessen Theorie in Hartshorne [RD], pp.195-199 skizziert ist. Die
Residuen sind Invarianten des Schnitts der Hyperflichen f;=0 im Punkt P, die in
Abhiingigkeit von o Informationen iiber das Schnittverhalten der Hyperflachen in
Pliefern. Wir wollen uns hier auf die elementare Konstruktion des Residuums nach
Scheja-Storch ([SS,], [SS,]) stiitzen, welche nur Hilfsmittel aus der kommutativen
Algebra benutzt, und auf die in [K,], appendix F und [KK] angegebenen
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Ergidnzungen zum Residuenkalkiil. In der Notation von [KK] und analog zu [SS;]
ist

Resy [ “; } — t3(h)

wobei 4 die Restklasse von 4 in Op/(f) bezeichnet und 7} die in [KK] diskutierte
»opur®. Im Fall K=C stimmen diese Residuen mit den durch Integration
gewonnenen analytischen Residuen ((GH], Chap. V, p. 649) iiberein. Ein anderer
Zugang zur algebraischen Residuentheorie auf homologischer Grundlage wurde
von Lipman [L] gegeben.

Der Residuenkalkiil ist ein System von Regeln, Formeln und Sitzen
iiber Residuen; einer der wichtigsten davon ist der Residuensatz. Wir setzen

Resp { ?} =0 fur P¢¥ (f). Ferner bezeichne O den Ursprung von A}. Fiir

w=hdX,---dX, (heK[X]) sei Gw:=Gh-dX;--dX, und degw :=degh+ z a;
Dann gilt: i=1

n
1.1 Residuensatz. Ist deg w < z deg f;, so ist
i=1

5]l 5

PeA;'(
n

Die rechte Seite verschwindet, wenn degw < Z deg f;, denn die Resi-

i-1
duenabbildung ist homogen vom Grad 0 ([KK], 2.7). Im Fall der Standardgra-
duierung ergibt sich, daB die linke Seite der Gleichung nur von den unendlich
fernen Punkten der Hyperflichen =0, f;=0 (i=1,...,n) abhingt. Hierauf
beruhen zahlreiche geometrische Anwendungen des Residuensatzes. Fiir ein

n
beliebiges w* € Qfxy/x gibt es immer ein w € Qfyyx mit deg o < z deg f; und
i=1

o*—we(f)2fxyk. Auf der linken Seite der Residuenformel kann man also
beliebige w* wihlen, wihrend rechts das entsprechende w zu nehmen ist.

Einen elementaren Beweis des Satzes 1.1 im Rahmen der Theorie von
Scheja und Storch kann man [KK], 4.8a) entnehmen. Der Beweis beruht auf der
Vertraglichkeit der Spuren mit Basiswechsel und Lokalisation. Satz 1.1 kann auch
als ein Spezialfall des Residuensatzes fiir projektive Morphismen ((HK]) gewonnen
werden, der seinerseits enthalten ist im Residuensatz fiir eigentliche Morphismen
nach Hiibl-Sastry ((HS]). Diese Sitze gestatten direkte Herleitungen, kénnen aber
auch als Interpretationen von Aussagen der allgemeinen Dualititstheorie (IRD))
von Grothendieck verstanden werden. Obwohl nur ein enger Spezialfall aligemei-
nerer Residuensitze, enthilt 1.1 doch berithmte klassische Satze als Korollare.

Bei den Anwendungen des Residuensatzes auf die Schnitt-Theorie von
Hyperflichen in Ag kommt es darauf an, die Differentialform w in 1.1 jeweils so zu
wihlen, daB die entsprechenden Residuen eine geometrische Interpretation
gestatten.
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Wir beginnen mit einem Spezialfall, der den Residuensatz noch nicht direkt
benotigt, der aber das Modell fiir die Aussagen abgibt, um deren Verallgemeine-
rung es spater gehen wird.

2 . Schnitt einer Hyperfliche mit einer Geraden

Es sei L/K eine Korpererweiterung, wobei K ein beliebiger und L ein
algebraisch abgeschlossener Korper ist. Hc A7 sei eine K-Hyperfldche, definiert
durch ein Polynom feK[X),...,X,] vom Grad d, und g sei eine iiber K definierte
Gerade, welche H in d verschiedenen K-rationalen Punkten P, (k=1,...,d)
schneidet. Nach einer iiber K definierten affinen Koordinatentransformation
konnen wir annehmen, dal g die X,-Achse X;=---=X, ;=0 ist. Es ist dann

P.=(0,...,0,p) (k=1,...,d; p; € K) mit p, +p, fir k+I. Ferner is

n
fir k=1,...,d, weil das Polynom f(0,...,0,X,) d verschiedene Nullstellen be-
sitzt. Nach einer algebraischen Version des Hauptsatzes fiir implizite Funktionen
gibt es formale Potenzreihen ¢, € K[[X], ..., X, ]] mit

0(0)=pr und f(Xy,..., X, 1,00) =0 k=1,...,4)
Schreibe
f=aXf+a X '+ t+ag

(a;€K[X,...,X,_1], dega;<i). Da die X,-Achse H in d verschiedenen Punkten
n—1
schneidet, ist aye K*, und man kann gy=1 annehmen. Sei a,=a+ Z a;X;,
i=1
Pe=2c® ., XV X (a;,c® ., €K). Da gy, ..., 9, dic Nullstellen von f
als Polynom in K[[Xj,..., X, _1]]1[X,] sind, gilt

N —a= o
k=1
und man erhilt durch Koeffizientenvergleich die Formeln

) -0, @) = Z Py

. . . d d
wobei die Summe die Vektorsumme in K" ist, ferner mit grad ¢, := —(P, cees Ld
X, X,

d
3) —(@1yeees Ano1) = 2 (grad ¢,)(0)
k=1

d

und 0= z c(v’:).,,vn_l fir vi+tectv,_1>2
k=1

insbesondere

d s
() 0=Z—§7_5”_"—(0) fir i,y efl,n—1} 532
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Wird d nicht von Char X geteilt, so kénnen wir . (gnH):=— z P,, den
Schwerpunkt von g n H, bilden und 7 z (grad ¢;)(0), die durchschmttltche

Steigung (relativ zur Hyperebene X,=0) von H in den Punkten von g n H. Es ist

(grad ¢,)(0) = T (P) ———~ U (P, -, S, (Pi)

die Projektion lings g des ,Normalenvektors“ —

AR (grad f)(P,) in die

Hyperebene X, = 0. Hier wird wie auch spiter abkiirzend fy, fiir 9f/3.X; gesetzt.

Sei nun g’: X;=b; (i=1,...,n—1,b;eK) eine zu g parallele Gerade. Im
Koordinatensystem X} := X;—b;(i=1,...,n— 1), X, = X, schreibt sich fin der Form

n—1 n—1

5 f=Xx4+ (a0+ > abi+ > a,.,\f;)x;d—'+...

i-1 i=1
Sind Pi,...,P; die Punkte von g’nH, die wieder als paarweise verschieden
angenommen werden sollen, so ergibt sich (in X-Koordinaten)

n-1

L dP’—b be1,— D abi+a
d k Iy oees n—l,d iYi 0

i=1

n—1
d.h. > (g N H) liegt auf der K-Hyperebene X, = L z a,X; + ay |. Damit ist
gezeigt d

i=1

2.1 Satzvon Newton. Ist {g;} eine Familie paralleler K-Geraden, welche H in
Jeweils dverschiedenen K-rationalen Punkten schneiden, dann liegen die Schwerpunk-
te ), (g, H) auf einer K-Hyperebene.
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Der Satz wurde von Newton 1710 fiir den Schnitt kubischer Kurven in R?
mit einer Schar paralleler Geraden ausgesprochen [N]. In diesem Fall liegen die
Schwerpunkte auf einer Geraden. Solche Geraden nennt Newton ,,Durchmesser*
der Kurve in Analogie zu den Durchmessern von Kreisen.

Die Formeln (3) und (5) zeigen

2.2 Satz. Die durchschnittliche Steigung einer Hyperfliche in den Schnitt-
punkten mit einer Geraden (bezogen auf eine zu der Geraden transversale Hyper-
ebene) dndert sich bei einer Parallelverschiebung der Geraden nicht.

prd

T3

I i_f_
__/ m_

Im Falle des Schnitts einer reellen ebenen Kurve f(X,Y)=0 mit der

Y-Achse ist aa(;‘ (0) = @i(0) = tany, die ubliche Steigung der Kurve im Punkt

A

Py, d.h. der Tangens des orientierten Winkels y, mit einer Parallelen zur X-Achse
durch Py.
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d
2.3 Korollar. z tany, ist unabhdngig von der Wahl einer Parallelen zur
Y-Achse. k=1

Dies ist ein Spezialfall eines Satzes von Humbert (1885). Der eigentliche
Satz von Humbert bezieht sich auf den Schnitt zweier beliebiger ebener algebrai-
scher Kurven (s. 4.3).

. . 3? .
In der Situation der Formel (1) sei nun H,, := [5}??‘7] die
94X Jij=1,...n-1

Hessematrix der Potenzreihe ¢,. Bekanntlich beschreibt H,, (0) im Reellen das
Kriimmungsverhalten von H in P,. Aus (4) ergibt sich insbesondere

d
24 Satz. > H, (0)=0.
k=1

Fiir eine reelle ebene Kurve C: f(X, Y) = 0 lautet diese Relation
d

D #i0)=0

k=1

und nach einer Formel der elementaren Differentialgeometrie gilt

ka(C)
cos? yx

©  9k0)=

wobei xp, (C) die Kriimmung von C in Py ist und y, der (orientierte) Winkel
zwischen der Kurve und einer Parallelen zur X-Achse durch P,.
Man erhilt somit

2.5 Formel von Reiss (1837)
4 xp (C
n(©) _,

>

3
) cos’

Satz 2.4 (wie im Spezialfall auch 2.5) zeigt, daB das Kriimmungsverhal-
ten einer Hyperflache in einen Punkt P von dem in den iibrigen Schnittpunkten
mit einer Geraden durch P abhingt. Sind z. B. zwei Schnittpunkte einer Geraden
mit einer ebenen kubischen Kurve Wendepunkte der Kurve, so ist es auch der
dritte.

Wir betrachten nun das Problem, eine Hyperfliche vom Grad d zu
konstruieren, welche die X,-Achse in d verschiedenen Punkten P, =(0,...,0, Pr)
(k=1,...,d) schneidet und deren ,quadratische Approximationen“ in den P,
vorgeschrieben sind. Hierfiir gilt

2.6 Satz. Sei CharK+2 und seien Polynome y,ecK[X,,.. Xy_1] mit
degwi <2 und y (0)=pi (k=1,...,d) gegeben. Genau dann existiert ein Polynom
feK[X,,...,X,] vom Grad d mit

(7) f(X],...,X,,_l,l//k(Xl,..‘,Xn_l))Eo mOd(X],...,X,,_l)3 (k=1,,d)
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wenn

d
®) > H,(0)=0
k=1

Beweis: Die Formeln (7) implizieren

a) f(0, y,(0) =0(k=1,...,d)

b) fx, (0, i (0)) + fx, (0, wx(0) - (wi)x, (0)=0 (k=1,....ds r=1,...,n-1)

) fx,x, + frx, s Wox, + frx, s Wx, + frx, - Wy, - (Widx, + fx, * Wx,x, =0
(r,s=1,...,n— 1), wobei auch in c) alle Variablen = 0 zu setzen sind.

Hierdurch sind die y, eindeutig bestimmt (Char K #2). Existiert f mit den
im Satz gewiinschten Eigenschaften und sind ¢, ..., ¢, die frither verwendeten
Potenzreihen, so ist y, das Polynom, das man erhilt, wenn man ¢, nach den
quadratischen Termen abbricht. Nach 2.4 gilt dann (8).

Um umgekehrt fzu konstruieren, macht man den Ansatz

v v,
f= S g XD X
Vit tv,<d

Vit v, <2

mit unbestimmten Koeffizienten u,,..., . Die obigen Bedingungen a)-c) liefern
n-d+ ( ; )dhomogene lineare Gleichungen fiirdied - n + (d — 1) ( ; ) +1 Un-
bekannten ,, ..., . LiBt man in c) die ( 5 ) Gleichungen mit k=dund r,s=1,

...,n—1 zunichst weg, so hat das Restsystem eine nichttriviale Losung f. Es sind
dann die Relationen (7) jedenfalls fir y,,..., w,_, erfiillt.

Sind ¢y, ..., @, die f wie frither zugeordneten Potenzreihen, so gilt v, = ¢,
mod (X,,..., X, 1)} fir k=1,...,d—1 sowie ws(0)=¢p.0). Aus b) folgt
(Wadx (0)=(9a)x (0) (r=1,...,n—1). Die Relation (8) gilt fiir die ¢, wie (nach
Voraussetzung) filr ;. Aus ihr ergibt sich (wa)x x,(0)=(@a)x,x,(0),
(r,s=1,...,n—1), somit y;=¢@,;mod (Xi,...,X,_;)* und (7) ist fir k=1,...,d
erfiillt, q.e.d.

Es stellt sich die Frage, ob die Aussagen dieses Abschnitts Analoga besitzen
im Fall des Schnitts von Hyperflichen mit beliebigen algebraischen Kurven
(anstelle von Geraden). Der Residuensatz wird zeigen, daB3 dies der Fall ist. Er
iibernimmt im allgemeinen Fall die Rolle der Formel (1).

Die Sitze dieses Abschnitts lassen sich fiir den reellen Grundkorper ohne
weiteres in einer Analysis-II-Vorlesung beweisen. Als wesentliches Hilfsmittel hat
man den Hauptsatz fiir implizite Funktionen in seiner iiblichen Form an Stelle der
hier verwendeten algebraischen Version zu benutzen.
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3 Verallgemeinerung des Satzes von Newton

Unter den Voraussetzungen von Abschnitt 1 sei P=(ay,...,a,)€ Af und
es bezeichne Op den lokalen Ring von P in Ag. Ferner sei up(fi,...,fn)
die Schnittmultiplizitait der Hyperflichen f;=0 in P. Fir w:=df,---df,=

J-dX;-...-dX, mit J:= SUiesn) ot man die Residuenformeln (vgl. etwa
[K,], F. 23) CI0. (. &

Resp [C; } = t7(J) = (dimg Op/(f)) * 1x = up(f1, ..o o) * 1k

Reso [ P } — dimy (K[X;, ..., X,)/(GF)) * L = ( 1= ) g

-1 @

Der Residuensatz liefert in diesem Fall die Formel

2 de i
O 3wl f) = T 2L mod (Char K)
P i=1 i
also eine (fiir Char K>0 abgeschwichte) Form der Bézoutschen Formel im
quasihomogenen Fall. " deg

Im folgenden sei N := H degfi die Zahl der Punkte des Schnitt-
i-1 G

schemas ¥"(f), mit ihren Vielfachheiten gezihlt. Falls Char X kein Teiler von Nist,
was wir jetzt voraussetzen wollen, sei analog wie in Abschnitt 2

S 3 w)P
Pev'(f)

der Schwerpunkt des Schnittschemas. Aus
Resp [ X";f ] ~ Resp [ (Xi _f“")df } + Resp [ ""}if } —w(f) @

erhilt man eine Residuenformel fiir . (f)

(1 > (f)=% > (ResP[X'fdf],..., Resp[x"}jf])
P

Hier hat man verwendet, daf}

Res, [ ; - ai)df] o
f

ist, weil das Bild von X;—a; in Op/(f) nilpotent ist, und die Spur nilpotenter
Elemente verschwindet.

Die in (10) auftretenden Differentialformen erfiillen noch nicht die
Gradbedingungen aus 1.1. Schreibt man jedoch

Ji=fia,+ fia—1 + =+ fio
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mit (quasi-)homogenen Polynomen fj vom Grad k, wobei d;:=degf; ist und
f,dj= Gf;, so hat man nach Euler

n

2 X~ difj= L1 = g2~ — dify

i=1

und daher
i-te Spalte
T 'd - -1 ) e
o X Sy fi) . (ﬁ:)x. 1N fl,(il 1= @1 (fl);Y,,
o, .., X, ' : :
(X ) UFxy, o Gfa—fug-1—0n .. (fily,

mit Polynomen ¢; vom Grad <d;—2 (j=1,...,n). Aus dem Residuensatz ergibt
sich, falls Char K kein ¢; teilt

Z —1— * Resp [ ai‘a;df} = 1 Res, [ GhidX]

7 o; Gf
(Gf)x, - ~Sig-1 . (G,
mit  Ghi=| : :
Gf)x, - —fag-1 - (Ghx,
und somit
1 (1 GhydX 1 Gh,dX
an Z(f)_N (a. Resol Gr } o Reso[ G D

Insbesondere ist gezeigt:

3.1 Satz. Unter den obigen Voraussetzungen hingt 2. (f) nur ab von den
Gewichten a; (j=1,...,n) und den Formen hochsten und zweithichsten Grades der
Polynome f1,..., .

Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich auf die Standardgraduierung,
es ist also insbesondere vorausgesetzt, dafl die Hyperflachen f;=0 keine gemein-
samen unendlich fernen Punkte besitzen. Wir unterwerfen H, : f; =0 den Trans-
lationen ¢; (A € K') mit

B(X1y eees Xn) = (X1, o0y X)) + A( D1y oens Vi)

mit einem festen Vektor (yi,...,y,)€K” und lassen die iibrigen Hyperflichen
H;:fi=0(i=2,...,n)fest. Sei 2., der Schwerpunkt des Schnittschemas von #;(H,)
mit H,,...,H,. Dann kann man aus (11) leicht ableiten, daf} die >, auf einer
K-Geraden liegen. Die folgende Zeichnung illustriert diese Situation:
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Entsprechendes gilt, wenn wir H; den Dilatationen J; mit
0;,(x1, onuy Xn) = A(X1,5 oney Xn) (Aek)
unterwerfen und H,, ..., H, festlassen (vgl. [K;]).

Im Fall, daB H, eine Schar paralleler Hyperebenen durchlduft, kann man
die Gerade der Schwerpunkte der Schnittschemata in der Anlehnung an Newton
als einen ,,Durchmesser” der Kurve C:=H, ...~ H, bezeichnen.

N\ i s )\
/1\ X 7 f/
\ \ {7 /
\ AN 74 y Al
'\ 2 S
4 Transversale vollstindige Durchschnitte
Wie oben bezeichne J := S fu) die Jacobi-Determinante des
33Xy, ... X2)

Systems f. Wir betrachten einen Punkt P € Ag, in dem sich die Hyperflichen f;=0
transversal schneiden, d. h. fiir den gp( f) = 1 ist. Aquivalent hierzu ist, dal J(P)+0
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ist, oder auch, wenn nach einer Koordinatenverschiebung P=0 angenommen
wird, daB} firr die Potenzreihenalgebra gilt

K[[Xy, ..., X,]1 = K[ Ai, ... fu]]
Um fiir o € N die Residuen

h
hdX, - dX, ]=Res [ 7 dfi e df ]
Fir oo faots fE5 VAo foonn !

zu berechnen, beachten wir, daB mit der Restklasse f, von f,

KXy, ... .1/ (frs o fu s S8 Y =K@ Kf, 0. 0 Kf?

gilt. Schreibt man

Resp [

gz Qo+ i fy+ o+ apfe mod (i, ons o1, £51)

mit ay,...,a, €K und setzt g := 7 so ergibt sich mittels der Definition des Resi-

duums durch die Spur t#, (falls Char K [ o!)

hdX, .- dX, 1 3¢
ap=Resp[ ! +1]E_ £ mod (fy, ..., fu)
.fl"-wf;r—lsf;lg 0! a.f;lp
1 2 ge-!
ST (afgf)mod(ﬁ,...,f;)

Allgemein folgt aus der Kettenregel

a_g =Jvl . a(.fl’ ""f;l—'l’ g)
ofn Xy, ...y Xp)

Wir setzen nun R, := —?— und fiir o >0

Jvl . a(ﬁ’ "'!f;l-l, Rp—l)

ol
0 Xy, ..., Xy)

Dann gilt fiir alle 0 € N mit Char X / o!

hd X ---dX,
.fla "'5ﬂl*—11ﬁlp+l

Speziell fiir o =0 hat man

Res, [thl - dX, ] _ hP)
Fiseensfo J(P)

(13)  Resp [ ] — R,(P)
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und fiirr p =1
h
a(.fla "'9f;1-l’ J)
3(X,, ... X,)

hdX, -+ dX,
.fl’ -~'af;l~l’f;12

Resp [ } =JP)!- (P)

o M fis s fots B py 3(frs e fo1s )
—J(P)3(J(P) 23X, ...y Xy) B) = hB) =3 x, o x) (P)>

In diesen Fillen liefert der Residuensatz

4.1 Satz.a) Istdeg h< > (degf; — @), so gilt
i=1

T hP) e, [ GhdX, - dX,,}

b P Gfi, ..., Gf,

Ist deg h < Z (deg f; — a;), so verschwindet die Summe (Formel von Jacobi
[J1, 1835). "=1n_1
b) Ist deg h < z (deg f; — a;) + 2deg f, — ay,, so gilt (falls Char K + 2)

i-1
a<f1, flé)

(X1, s Xu)

GhdX, --- dX,

J(P) -
> JP) Gfi, -y Gfuo1, (Gfy)?

Pev'(f)
n—1

Ist degh < z (deg f; — ;) + 2deg f,, — @,, so verschwindet die Summe (Segre
[S,], 1947). i1

Wir wollen diesen Satz auf den Schnitt der Kurve C: fj=+--=f, ;=0 mit
der Hyperflache H: f, =0 anwenden. Sei jetzt K[ X}, ..., X, ] mit der Standardgradu-
ierung versehen. Es werden folgende Bezeichnungen verwendet:

J;:=det (grad f1, ..., grad f, 1, &) (i=1,...,n)
mite; :=(0, ..., %, .oy 0),

T:=1, ..., Jn)

Y’i:=(0,...,(f,,l)Xn,...,0, —(f)x,) G=1,...,n-1)

h; :=det (grad fi, ..., grad f,,_1, T}) (i=1..,n-1)

Ferner bezeichne ( , ) das Standardskalarprodukt auf K”.

Wir konnen gradf, als ,Normalenfeld“ auf H ansehen, die T; als
stangentiale Vektorfelder auf Hund T als ein ,tangentiales Vektorfeld“ auf C. Fiir
Pev'(f)=HnCist

TP = (Jl(P)s [ERE) J,,(P))
ein Tangentenvektor von C mit (J(P) '+ Tp, (grad f,)(P)) = 1.

(P) = Resyp {



182 E.Kunz

Wenn wir 4.1a) mit 4 = A, anwenden, erhalten wir
4.2 Satz. Firi=1,...,n—1 gilt: Die Summe

GhdX, -+ dX, }
Gfi, ..., Gfy
héngt nur von den Gradformen Gf;(j =1, ..., n) ab.

> J(P) T, T)|p = Reso [
P

Beweis: Man hat nur noch zu beachten, das entweder

n
deg h; < Z deg f; — n gilt oder
j=1
0, o (Gfx,, - (G,
Gh. = (Gﬁ)Xli EARE) (G.f2)X,~s (R} (Gﬁ)X"

G R (-7 s W (e AW

Im Fall n=2 setzen wir f,=:f, fo=:g. Dann ist T =(fx,» —fx,)
T, = (gx,, —&x,) und

H

Jx,8x, + fx,8x,
Jx,8x, — fx,8x, |

Wir bezeichnen diese Schnittinvariante der Kurven C;:f=0, C,:g=0 mit
ap(Cy, (7). Ist im Reellen ap der orientierte Winkel zwischen den Tangenten an die
beiden Kurven im Punkt Pe C; " C,, so ist

TN P) - (T1, T)|p =

cos ap

ap(Cy, Gy) = = cotan ap

sin ap

Aus 4.2 erhilt man

(14) ; ap(Cy, C;) = Resp (Gf)XI(Gg)Xl +é§fc););2(Gg)X2XmdX2

Die Polynome Gfund Gg zerfallen in homogene Linearfaktoren bX; —aX,, welche
den unendlich fernen Punkten (0,a, b) von C; bzw. C, entsprechen. Die Gerade
b X, —aX,=0geht durch den affinen Ursprung und hat den unendlich fernen Punkt
{0,a,b). Seien t,...,t, diese Geraden fiir C; (r:=degf) und ¢,..., ¢, die
entsprechenden fiir C, (s:=degg). Da C; und C, keine unendlich fernen Punkte
gemeinsam haben, ist ;= ¢/ firi=1,...,r,j=1,...,5. Wendet man die Residuenfor-
mel (vgl. [SS;], 4.3)

Res, [ {(@102)x,¥x, + (@102)x,¥x,)dXdX, }

P19, Y
2
= z Resy [((’)i)xl vx, + (9)x,(W)x,d X d X, ]
i=1 (pi, W

mehrfach an, so ergibt sich aus (14)
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4.3 Satz von Humbert (1885)
> aC, C)= Y a0t 1)

P Jj=1,...,r
j=1,..,5

Insbesondere dndert sich die linke Seite (im Reellen: die Summe der
Kotangenten der orientierten Schnittwinkel) nicht bei Parallelverschiebung einer
der beiden Kurven oder, wenn man eine der Kurven einer Dilatation unterwirft.
Beispielsweise erhilt man immer dieselbe Summe, wenn C; eine feste Kurve ist und
C, ein beliebiger Kreis, denn alle Kreise haben die gleichen unendlich fernen
Punkte.

Aus 4.1b) erhilt man mit 4= X;J oder aus 4.1a) mit & =J; wegen
Res, [X,-dxl ...anz} ey i fu s XDy TP
,fb""f;I*l)f;l a(Xb""Xn) J(P)

das folgende hoherdimensionale Analogon des Satzes von Humbert, auf das mich
Herr R. Hiibl hingewiesen hat.

4.4 Satz. a) Ist H keine Hyperebene, so gilt
> IR Tp=0
P
b) Ist H eine Hyperebene, so hingt Z J(P)~ '+ Tp nur von den unendlich fernen
P
Punkten der Hyperflichen ;=0 ab (j=1,...,n).

Insbesondere dndert sich im zweiten Fall die Summe bei einer Parallelver-
schiebung der Hyperebene nicht. Diese Situation ist im folgenden Bild skizziert.
Eine zu 4.4 analoge Aussage im quasihomogenen Fall ist natiirlich auch richtig.

':{\,, /ml
[= N L
N\
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Im Fall n=2, fi=f, f,=:g hat Segre [S,] die Formel 4.1b) mit A:=
[g-gXZXz—g,%z] * fx, angewendet. Die Berechnung der Residuen liefert in diesem
Fall die Gleichung

1 g)zfzgxlx, —2gx,8x,8x,x, + g)zzlgxzxz

g(_fﬁ_&Y[ 53

Jx 8x. '
2 ? B Fofxx, — 2 fofax, + 12, 05
2 P
Das Koordinatensystem sei so gewéhlt, dal keine Tangente der Kurven C;: f=0
und C,:g=0in den Schnittpunkten von C; und C, parallel zur X,-Achse ist. Sind

P;=(a;,b;)(i=1,...,N) diese Schnittpunkte, so kann man Polynome ¢;, ;€ K[X]]
vom Grad <2 finden mit ¢;(a;)=w;(a;)=b; und

SXy, 9:i(X1)) = g(X,, wi(X1)) =0 mod (X, — ai)3

fur i=1,...,N. Die obige Formel 148t sich dann umschreiben und man erhalt
N ” ”

(15) Vi (ai) — Qi (ai)
5 ia@) - 9i@))’

Im Reellen, wenn auch alle P; reelle Koordinaten haben, lassen sich hieraus
Relationen zwischen den Krilmmungen #p (C;) der Kurven in den P; herleiten.
Sind «; (bzw. ;) die orientierten Winkel zwischen C, (bzw. C,) mit einer Parallelen
zur X;-Achse durch P;, dann gilt

4.6 Verallgemeinerte Reiss-Relationen (nach Segre [S,]). Fir r=0,]1,
2,3 ist
%p(Cy) " cos” a; - sin " &; — xp (C) * cos” f; * sin®~" B;

N
Zl sin’(a; - B;) =0

Beweis: Die Formel fiir r=3 ergibt sich aus (15), wenn man die ersten
Ableitungen als tan @; bzw. tan §; interpretiert und die zweiten Ableitungen durch
die Kriimmungen wie in (6) ausdriickt.

Variiert man sodann die X;-Achse, so erhidlt man eine entsprechende
Formel mit a;+y, §; + y fiir ;, f; und alle y € R bis auf eine diskrete Ausnahmemen-
ge. Aus Stetigkeitsgriinden gilt die Formel dann fiir alle y € IR. Die Entwicklung der
Formel nach cosy und sin y sowie Koeffizientenvergleich liefert schlieSlich auch
die behaupteten Aussagen fiir r=0, 1,2.

Anwendung: Sind C), C, zwei Kegelschnitte, die sich in 4 verschiedenen
Punkten P;, P,, P, P, schneiden, und sind die Winkel a; und §; bekannt sowie die
Krimmungen #p(C;) (etwa wenn C, ein Kreis ist), so hat man 4 lineare
Gleichungen zur Bestimmung der 4 Kriimmungen #p (C1) (i=1,...,4).
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5 Der Satz von Humbert fiir die 2-Sphire

Sei Char K # 2. Unter der 2-Sphére verstehen wir das affine Schema
S2:=Spec K[X, Y, Zl/(X? + Y2+ Z2 — 1)

Setze s :=X2+Y?+Z2—1.Ist fe K(X, Y, Z] nicht konstant und s / £, so bezeichnen
wir die Kurve

Spec K[X, Y, Z1/(s, f)

wieder mit f.

Ist fiir den Moment K ein beliebiger Ko6rper der Char =2, so ist
K[X,Y,Z]/(s) genau dann faktoriell, wenn \/j ¢ K (Samuel [S], Prop. 9), also
etwa fiir K =IR. In diesem Fall sind die iiber K definierten Kurven auf $?in der Tat
durch die nicht konstanten Polynome fe K[X, Y, Z] mit s / f gegeben.

Wieder fiir algebraisch abgeschlossenes K bezeichne fiir einen abgeschlos-
senen Punkt P=(x, y, z) € S der Vektor N:=(x, y, z) die ,Einheitsnormale“ von S¢
und V f:=(f, f,, fz) den ,Gradienten“ von fim Punkt P. Ist die Kurve fim Punkte
P glatt, so ist

Tp:=NxVf=f.—2fy, 2fs = Xfo, X, = 1)

eine Tangente =0 an fin P.
Sei g eine weitere Kurve auf S2, welche fin P transversal schneidet, d. h. es
ist auch g glatt in P und T}, T, sind linear unabhingig. Setze

ar(f; g) = — e To
det (N, T, T,)
Im Reellen ist ap(f, g) gerade wieder der Kotangens des orientierten Winkels zwi-
schen fund g in P. Wir setzen ap( f, g) = 0, wenn P kein Schnittpunkt von fund g ist.
Der folgende Satz wurde von Segre [S;], [S;] fiir reelle Kurven auf der
2-Sphére mit einer anderen Methode bewiesen.

5.1 Satz von Humbert-Segre. Die Kurven f und g mégen sich iiberall
transversal schneiden und die Flichen f=0, g=0 und S aus A} mégen keine
unendlich fernen Punkte gemeinsam haben. Ferner seien degf und degg in K
invertierbar (etwa Char K =0). Dann gilt

D ar(f,8)=0

PesS?

%
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Beweis: Es ist
(T, Ty) =(NXVF,NxVg)y=(N,N)- V£, Vg) —(N,Vf)-(N,Vg)
=f;rgx +ﬁgy +fzgz - (x.f;r + yf;z + Zfz)(xgx +yg, t zgz)
und det (N, Ty, T,) =det (N, Vf, Vg) =%J

wobei J die Jacobideterminante des Systems (f, g, s) ist. Daher gilt

ap(ﬂg>=2ResP[f,‘;’,J

mit o= (fxgx +fr&v + 1282 — Xfx + Yfy + Zf2)(Xgx + Ygy + Zgz))dXdYdZ
Nach Euler ist

¢¢=Xfx+ny+Zfz—fgf‘f

ein Polynom mit deg ¢ < deg fund fir

1
yi=Xgy+ Ygy+Zfz——-g
deg g

gilt entsprechend deg ¥ < deg g. Es folgt
(fx&x + fy&y + f282 — py)dXdYdZ
185

wobei das Polynom im Zihler vom Grad <degf+degg—2=degf+degg
+degs —4 ist. Die Anwendung des Residuensatzes liefert die Behauptung.

ap(f, g) =2 Resp

6 Weitere klassische Sitze, die aus der Formel von Jacobi folgen

Wir begeben uns noch einmal in die Situation von Satz 4.1a). Wie
n n

frither sei N := H M. Ist deg h < z (deg f; — a;), so gilt nach Jacobi
z APy 7 & i-1

=0 und es folgt sofort eine quasihomogene Version des Satzes
rerin @)

von Cayley-Bacharach (1886): .
6.1 Satz. Enthdlt eine Hyperfliche h=0 mit degh< 2 (deg f; — a;) alle

i=1
bis auf einen der N Schnittpunkte der Hyperflichen f;=0, so enthdlt sie alle N
Schnittpunkte.

Ein Spezialfall ist die bekannte Aussage (Euler-Cramer-Paradox 1748):
Wenn sich zwei ebene kubische Kurven (hier bzgl. der Standardgraduierung) in
genau 9 Punkten schneiden und eine weitere kubische Kurve 8 von diesen enthilt,
dann geht sie auch durch den neunten.
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Der Satz von Pascal (1639) ist hiervon eine unmittelbare Konsequenz

([GH], p. 673), wie man aus dem folgenden Bild abliest.

Pascal soll aus seinem Satz iiber 400 Korollare hergeleitet haben, die somit auch
Korollare des Residuensatzes sind. Ein Spezialfall des Satzes von Pascal ist der Satz
von Pappus (~320 n. Chr.). So 14Bt sich die Residuentheorie, wenn man will, bis ins
Altertum zuriickverfolgen.

[GH]
[H]
[HK]
[HS]
(9

[Ki]
[K]

[KK]
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Buchbesprechungen

Peckhaus, V., Hilbertprogramm und Kritische Philosophie, Das Géttinger Modell
interdisziplindrer Zusammenarbeit zwischen Mathematik und Philosophie, Géttingen:
Vandenhoeck & Ruprecht 1990, 291 S., 13 Abb., kart., DM 78,-

Der vorliegende 7. Band der bemerkenswerten Monographien-Reihe ,,Studien zur
Wissenschafts-, Sozial- und Bildungsgeschichte der Mathematik“ ist die Druckfassung der
bei Chr. Thiel (Erlangen) erarbeiteten logikhistorischen Dissertation des Verfassers. David
Hilbert (1862-1943) wird hier aufgrund umfassender Archivstudien (NachlaB Hilbert,
Nachla3 Nelson, ...) in seiner Rolle als Anreger, Férderer und Mitgestalter bedeutender
Entwicklungen gezeigt, die man heute der Wissenschaftstheorie zuordnen wiirde. Sie
betrafen damals vor allem das Verhialtnis der Mathematiker und Naturwissenschaftler zu
ihren Philosophen-Kollegen innerhalb derselben Fakultit. - Mathematiker, die bereits
Einblick in die Gottinger Wechselwirkungen zwischen Husserl, Nelson, Weyl und Hilbert
gewonnen haben, finden hier ein fabelhaft detailliert ausgearbeitetes Gemilde der Géttinger
Gesamtsituation, in dem gerade die Einzelpersonen eingehend nach Biographie und Werk
gewiirdigt werden und mit ausfiihrlichen Zitaten selbst zu Wort kommen.

Eine ausfiihrliche Einleitung erlidutert die der Arbeit zugrunde liegenden methodo-
logischen Prinzipien. Es folgt eine Darstellung von Hilberts Grundlagenbemiihungen fiir
die Disziplinen Geometrie und Arithmetik, mit besonderer Wiirdigung seiner Auseinander-
setzung mit Gottlob Frege (1841-1925). - Ausfiihrlich wird sodann die Rolle von Zermelo
(1871-1953) in Géttingen (1897-1910) geschildert; er erhielt 1907 auf Betreiben Hilberts
einen Lehrauftrag fiir ,mathematische Logik“ - vermutlich weltweit die erste Etablierung
dieses Fachs an einer Universitit. Fast die ganze zweite Hilfte des Buchs ist dem Géttinger
Wirken des Philosophen Fries’scher Schule Leonard Nelson (1882-1927) gewidmete, das in
den zwanziger Jahren zu einem lebendigen und fruchtbaren, gelegentlich auch kimpferi-
schen, Gedankenaustausch zwischen Philosophie, Mathematik und Physik (u.a. Born)
fithrte. Die Berufung Nelsons auf ein Extraordinariat (1918) wurde von Hilbert und anderen
Naturwissenschaftlern mit heftigem Engagement gegen die Vertreter einer in ihren Augen
verkalkten traditionellen Philosophie durchgesetzt. — Viele der Akteure auf Peckhaus’
Biihne sind mir bisher hochstens dem Namen nach bekannt gewesen. Besonders gefreut
haben mich die Informationen iiber Geometer Gerhard Hessenberg (1874-1925) und
Alexander Riistow (1885-1963), der mit einer Arbeit iiber das Liigner-Paradoxon 1908 in
Gottingen promovierte und nach einem bewegten Leben (u.a. Emigration 1933-1949)
zuletzt als Ordinarius fiir Wirtschafts- und Sozialwissenschaften in Heidelberg gewirkt hat.
- Ich wiinsche dem Buch viele Leser.

Erlangen K. Jacobs

Pour El, M. B., Richards, J. I., Computability in Analysis and Physics (Perspectives in
Mathematical Logic), Berlin, u. a.: Springer-Verlag 1989, 206 S., DM 128,-

Fiir logisch gebildete Leser sind die Hauptergebnisse durchaus befriedigend. Diese
betreffen vor allem (im logischen Sinn) berechenbar prisentierte Operatoren O in fiirs
Rechnen geeignet strukturierten Banachschen Riumen. Z. B. ordnet O jedem berechenba-
ren Element ein solches zu genau dann, wenn O beschrinkt ist. Dieser Satz ersetzt oder
ergénzt viele verstreute Bemerkungen und Sitzchen in der logischen Literatur, z. B. betr.
berechenbare Baume B mit (un)beschréinkter Verzweigung: Hat B genau einen unendlichen
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Pfad, so ist dieser (nicht) ipso facto berechenbar. Ahnlich befriedigende Ergebnisse betreffen
die Berechenbarkeit von (Folgen von) Eigenwerten. Die behibige Darstellung der
analytischen Details ist sicher fiir manche der erwdhnten Leser angemessen.

Ebenso behibig ist die Darstellung formaler Eigenschaften der logischen Begriffe,
insbesondere von Varianten der in der Logik iiblichen Idealisierungen - kurz: von logischen
Aspekten — des Rechnens. Dies soll, nach Meinung der Autoren, logisch ungebildeten
Lesern niitzen, erweckt aber vor allem MiBtrauen in wissenschaftlich reifen Lesern, die sich
vergleichbar oberflidchliche Idealisierungen iiberlegt haben, u. zw. wie folgt.

Jene logischen Aspekte sind oberfldchlich, indem sie nur das blofe Ausrechnen von
mathematisch bestimmten Daten betreffen; nicht z. B. deren angemessene Auswahl und
andere, meistens anspruchsvollere Parameter, von welchen weitere Verfeinerungen der
logischen Parameter ablenken. Auch Nichtberechenbarkeit ist oft von wissenschaftlich
beschrinktem Interesse, da (spédtere) Beweise durch (inzwischen vollzogene) Akzentver-
schiebungen zu Daten und Fragen, die fiirs Rechnen geeigneter sind, eskontiert wurden. Zur
Erinnerung: Siegel ersetzte 1929 die plumpe Frage: Hat die binére diophantische Gleichung
D iiberhaupt eine Losung in Z? durch: Hat D unendlich viele Lésungen? Diese Frage wird
durch ein auch sonst aufschluBreiches, nicht nur ,prinzipiell“ berechenbares Kriterium, in
welches das Geschlecht von D eingeht, beantwortet.

Mathematikern driangt sich der Vergleich mit oberfldchlichen Idealisierungen der
Hydrodynamik auf: die Potentiale von 2-dimensionalen Stréomungen idealer Fliissigkeiten
werden durch Funktionen einer komplexen Variable bestimmt; genauer, mit Hilfe der
Gleichungen von Cauchy-Riemann (oder Varianten). Aber diese Richtung erreicht bald den
Punkt vom abnehmenden Ertrag; nicht nur fiir die Hydrodynamik, sondern auch bei
elektrischen Ladungen, auf welche die Idealisierung tatséchlich besser paft. Fiir mathemati-
sche Untersuchungen jener Funktionenklasse sind meistens ganz andere Beschreibungen
ergiebiger, z. B. geometrische (konforme Abbildungen) oder analytische (Potenzreihen). So
gesehen driingt sich die Frage auf, ob etwa der Satz von Higman [H] eine mathematisch
geeignete(re) Beschreibung der logischen Berechenbarkeit liefert: ,meilenweit“ entfernt von
der erwidhnten behédbigen Darstellung.

Theoretische Physiker haben ein anderes Unbehagen. Natiirlich kommen manche
der betrachteten Operatoren in der theoretischen Physik vor. Aber nicht alle ihre formalen
Eigenschaften haben eine physikalisch verniinftige Interpretation! (Gemeint sind mathema-
tisch einwandfreie Eigenschaften im Gegensatz etwa zu jenen in Diracs Darstellung der J-
Funktion, die spiter mit Hilfe der Distributionen mathematisch uminterpretiert wurde!)
Bekanntlich haben infinitesimale Eigenschaften wie Irrationalitit oder (mehrfache) Diffe-
renzierbarkeit keinen Platz in sogenannten phinomenologischen, d. h. ins Auge stechenden,
Interpretationen. Nun ist die logische Berechenbarkeit ganz kral} infinitistisch: jede endliche
Folge von (hereditir endlichen) Daten ist so berechenbar. Dies schlieBt eine angemessene
Interpretation nicht aus, z. B. mit Bezug auf eine geeignete Mikrotheorie, aber die Sache ist
anspruchsvoll; vgl. [B] und [B1] betr. infinitesimale Eigenschaften. Vielleicht paBt diese
Problematik nicht ins Konzept der Autoren: aber dann pafit das Wort physics eben nicht in
den Titel.

Wie dem auch sei, die Fragen am Ende des Buches beriithren nicht die angedeuteten
Sorgen wissenschaftlich reifer Mathematiker und Physiker. Z. B. betrifft (5) auf S. 193 die
schlampige Terminologie: computably open, also ohne Unterscheidung zwischen berechen-
bar aufzihlbar offen (bao) und berechenbar entscheidbar offen (beo). Zur Erinnerung (bei
Mengen O c IR*): (1) O ist bao genau dann, wenn O die Vereinigung von den elementaren
Umgebungen U, ist, wobei v: @ = o eine geeignete berechenbare Folge ist und die U (fiars
Rechnen) geeignet numeriert sind. Z.B. ist das Komplement M’ der Mandelbrot’schen
Menge bao. (2) Seit tiber 40 Jahren hat sich folgende Prazisierung der groben Erklarung von
beo bewihrt: fiir jedes Uist U < O ,,beinahe“ entscheidbar. Formal: es gibt ein berechenbares
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6:(U, i)y~ (U™, U, j)derart,daB (a) U~ c Uc U" und die Abstinde der Rinder von U~ und
U* vom Rand von U Kleiner sind als i}, (b) j=0 oder j=1, j=0=U <O und
J=1=U"¢0.(3) beo = bao. (O sei beo. Dann ist O die Vereinigung jener U™, fiir welche
3i[6(U,i)=(U~,U",0)] gilt). Es ist (mir) nicht bekannt, ob M’, in (1), beo ist. (4) Es besteht
zur Zeit weder AnlaB8 noch Ansatz, die Begriffe ba und be fiir beliebige (auch nichtoffene)
Mengen < R” zu erkliren.

SchlieBlich sei ausdriicklich betont, daB - zumindest bis jetzt — ein grobes
Verstidndnis von Unterscheidungen (wie oben) betr. Berechenbarkeit fiirs Rechnen mit
reellen Zahlen, z. B., in der praktischen Informatik ausreicht. Verfeinerungen lenken dann
von entscheidenden Parametern, z. B. von der Auswahl angemessener Notationen fiir die
Zahlen oder von Schranken betr. Stetigkeitsmodule fiir die einschligigen Operatoren, ab.

[B] Berry, M. V.: Semiclassically weak reflections about analytic and non-analytic potential
barriers. Journal of Physics A: Mathematical & General. 15 (1982) 3693-3704

[B1] Berry, M. V.: Some quantum-to-classical asymptotics. Pp. 251-303, in: J. Giannoni, A. Voros,
J. Zinn-Justin (eds.) Chaos and quantum physics. Les Houches LIL 1989. Elsevier 1991

[H]  Higman,G.: Subgroups of finitely presented groups. Proc. Roy. Soc. (A) 262 (1961) 455-475

Oxford G. Kreisel

Bosch, S., Liitkebohmert, W., Raynaud, M., Néron models, Berlin u. a.: Springer
Verlag 1990, 325 S., DM 158,

The main theme of models can be illustrated as follows. Let E be an elliptic curve
over @, given by one homogeneous equation F(X,, X, X,)=0 of degree 3 as a closed
subspace of the projective plane lP%). A model X over Z of Eis a scheme over Z, i.e. defined by
equations with coefficients in Z such that X® @ (extension of scalars from Z to Q) is
isomorphic to E.

Obviously there are many models and the problem is to single out a special one by
requiring additional properties X. One can require X smooth, proper or again: the group law
of E extends to a group law on X.

Inthe general setting Z is replaced by a Dedekind ring R (or Dedekind scheme), Q is
replaced by the field of fractions K of R. For a scheme Y over R we write Y, x for Y®K
(extension of scalars). Let 4 be a smooth separated K-scheme of finite type. A Néron model
of 4 is a scheme X over R, smooth, separated, of finite type such that Xy = A4 and for every
smooth scheme Y over R and every K-morphism ug:Yx— A there exists a unique R-
morphism u: ¥ — X extending ug.

The uniqueness of X follows from the definition. Moreover if 4 is an Abelian variety
(i.e. an irreducible projective variety with a group law) then the group law of A extends
uniquely to a group law on X.

In 1960 Néron proved the existence of “Néron models” for Abelian varieties. His
models have been widely used in arithmetic algebraic geometry. Néron’s work is frased in
pre-Grothendieck terminology. In 1966 Raynaud gave a translation of Néron’s results
(omitting proofs). In 1984 M. Artin (pp.213-230 in: G. Cornell & J. Silverman-Arithmetic
Geometry, Springer-Verlag 1986) gave a readable sketch of Néron’s existence theorem. The
present book therefore fills in a serious gap in the literature.

The existence of a Néron model for Abelian varieties is proved in the Chapters 1 to
7. An overall picture is given in Chapter 1. One starts with the local case, i.e. R is a discrete
valuation ring. Let R** denote the strict Henselization of R and K™ the field of fractions of
R A first step is to find a separated model X for the Abelian variety 4 over K such that
X(R**)— A(K*) is surjective.
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Then Néron’s measure ¢ for the defect of smoothness is introduced. The
smoothening proces X® — Xis a series of blow ups in the special fibres, carefully chosen with
the help of 8. Let X® denote the smooth part of X, then X®(R*") — A(K**) is still surjective.
This X® is too big.

One chooses a left-invariant d-form w+#0 on 4 (where d=dimA). For each
component Z of the special fibre one can define ordze Z. Now X® is obtained from X® by
deleting the components Z of the special fibre with ordzw non-minimal (there is no
indication given why this procedure is reasonable). The model X® is too small, but the
group law of 4 extends to a R-birational group law on X®. For a strictly Henselian ring R
(i.e. R =R*") Weil’s construction of a group law out of a birational group law works. The
resulting object is Néron’s model. With descent theory one deals with the case R # R
Finally the step from local Néron model to global Néron model is rather easy for Abelian
varieties (chapter 1).

Chapters 1 to 7 form the core of the book. An attempt has been made to make this
part readable for a “beginner”. The level of exposition is however much higher than that of
the book of Cornell & Silverman. Precise definitions of abelian scheme and elliptic curve are
missing. One misses also the Kodaira-Néron classification of Néron models for elliptic
curves. Stable reduction for Abelian varieties is not proved in this book. Chapters 8 and 9
give a useful survey of the Picard functor and Jacobians of relative curves. In Chapter 10 one
introduces Ift-models (locally of finite type). Extensions of an Abelian variety by a torus and
some special algebraic groups in characteristic p # 0 do admit Ift-models. Mumford’s Ift-
models for reductive linear algebraic groups are not mentioned.

For the expert it is a nice thing to have a full proof of Néron’s existence theorem as
well as a survey of related topics available. For a “beginner” the book is less recommanded.

Groningen M. van der Put

Knebusch, M., Scheiderer, C., Einfiilhrung in die reelle Algebra (vieweg studium,
Bd. 60, Aufbaukurs Mathematik; hrsg. von Gerd Fischer), Braunschweig: Vieweg 1989, V,
184 S., Pb., DM 36,-

Dies ist eine Einfithrung in ein altes und junges Gebiet der Algebra, dem in den
heutzutage gingigen Lehrbiichern meistens nur wenig Raum gewidmet ist, und das in der
Algebra-Ausbildung hdchstens am Rande betrachtet wird.

Alt ist das Gebiet, da es ja das Studium reeller Wurzeln von Polynomen in einer
Variablen einschlieBt, das im 19. Jahrhundert ein Gegenstand lebhafter Forschung war. In
der Tat wird das fiir die reelle Algebra bendtigte kalkulatorische Riistzeug im wesentlichen
schon durch Arbeiten von Sturm, Sylvester, Hermite und anderen alten Meistern
bereitgestellt. Beim Ubergang zur strukturellen Mathematik geriet der reelle Standpunkt
allerdings etwas in Vergessenheit.

Worum geht es? Wir folgen einmal den Autoren und nennen kommutative Algebra
den Teil der Algebra, welcher der algebraischen Geometrie zugrundeliegt. Geometrie und
Algebra sind verbunden durch den Begriff des Zariski-Spektrums eines Rings. Es gibt klare
Auskunft dariiber, was man unter einem generischen Punkt zu verstehen hat, niamlich
einfach ein Primideal. Im Reellen ist es naheliegend, semialgebraische Geometrie, also das
Studium von Systemen reeller polynomialer Gleichungen und Ungleichungen zu betreiben.
Was ist nun ein generischer reeller Punkt @, sagen wir, im Inneren des Einheitskreises?
Folgen wir wieder den Autoren und teilen der reellen Algebra die Rolle zu, als Grundlage
der semialgebraischen Geometrie zu dienen, so muB sie diese Frage ebenso klar beantworten
konnen, und sie kann es. Der gesuchte generische Punkt & ist ein Element des reellen




Buchbesprechungen 57

Spektrums des Rings R [ X7, X,], und genauer heift es in diesem Fall, a ist eine Anordnung
von R (X,,X;) fir die X?+X2—1< 0 ist. Die Idee, Anordnungen als ideclle Punkte zu
betrachten, taucht schon in den Arbeiten von Artin und Schreier (1926-1927) zur Lésung
des 17. Hilbertschen Problems auf. Allerdings erfolgte die formale Definition des reellen
Spektrums als topologischer Raum erst gegen 1979 durch Coste und Roy. Seit der Zeit
wuchs die reelle Algebra zu einem Gebidude mit eigener Struktur. Sie ist, so gesehen, ein
junges Gebiet.

Das Buch wird seinem Titel wirklich gerecht. Es ist auBerdem nicht nur das erste
und einzige Buch auf diesem Gebiet in deutscher Sprache, sondern vielleicht iiberhaupt das
einzige, abgesehen von den entsprechenden Kapiteln in dem Standardwerk , Géométrie
Algébrique Réelle“ von Bochnak, Coste und Roy, in dem reelle Algebra von dem oben
beschriebenen Standpunkt konsequent entwickelt wird.

Im Gegensatz zum Zariski-Spektrum ist das reelle Spektrum eines Kérpers K im
allgemeinen schon sehr reichhaltig: Es besteht aus allen Anordnungen von K. Diese werden
also zundchst mal in Kapitel1 studiert. Gleich zu Anfang erfihrt der Leser, wie
Anordnungen die Struktur des Wittschen Rings W (K) der symmetrischen Bilinearformen
iiber K becinflussen. Die Nachbarschaft zwischen reeller Algebra und der Theorie
symmetrischer Bilinearformen wird zu Recht gepflegt. Elegante Spurform-Argumente
fithren zu den Hauptsatzen der Artin-Schreier-Theorie. AuBerdem gibt es einen interessan-
ten Abschnitt iiber die Bezoutiante und ihre Anwendungen. Hier fithlt man sich den
Arbeiten aus dem 19. Jahrhundert am néchsten.

Die Anordnungen eines Kérpers K bilden einen topologischen Raum, eben das
reelle Spektrum von X, sie sind aber auch in komplizierter Weise untereinander verheftet.
Ursache hierfiir ist ein Zusammenwirken von Anordnungen und Bewertungsringen von X,
insbesondere in der Situation, daB letztere konvex beziiglich einer Anordnung sind. Diese
Wechselbezichung, auf die schon Krull in seiner Arbeit zur allgemeinen Bewertungstheorie
(1932) hinweist, ist Gegenstand des zweiten Kapitels. Dabei ist es, besonders fiir die
geometrischen Anwendungen, wichtig, da} Bewertungen von beliebigem Rang betrachtet
werden. Der Leser braucht hierzu keinerlei Vorkenntnisse mitzubringen. Nach einer
eingehenden Beschreibung der Anordnungen von R(t), R reell abgeschlossen, wird die
Losung des 17. Hilbertschen Problems angestrebt. Die Autoren gehen hier den Weg iiber
den Stellensatz von Artin-Lang, der vielleicht nicht der einfachste ist, der aber die Stirke der
entwickelten Methoden sehr schén demonstriert.

In Kapitel IIT wird schlieBlich das reelle Spektrum Sper(4) eines beliebigen Rings 4
(kommutativ mit 1) untersucht. Es setzt sich zusammen aus den reellen Spektren der
verschiedenen Restklassenkorper. Ein Element von Sper(4) ist also ein Paar, bestehend
aus einem Primideal 4 von 4 und einer Anordnung des Restklassenkérpers k(). Sper(A)
wird, wie schon erwihnt, mit einer naheliegenden Topologie versehen. Zunichst geht es
darum, allgemeine Eingenschaften des Raumes Sper(4) zu untersuchen. Ist R ein reell
abgeschlossener Korper und 4 eine endlich erzeugte R-Algebra, so spiegelt Sper(4) in
besonders schoner Weise die semialgebraische Geometrie auf (Spec(A4)) (R) wieder. In
dieser Situation verwenden die Autoren viel Sorgfalt, die Elemente von Sper(4) auf
(Spec(4)) (R) sichtbar zu machen. Das Buch schlieBt mit einer eingehenden Vorfithrung
der verschiedenen reellen Stellensitze und einem kleinen Abschnitt iiber den reellen
Holomorphiering, der z. B. beim Studium von Summen héherer Potenzen eine wichtige
Rolle spielt.

Die kommutative Algebra liegt bekanntlich nicht nur der algebraischen Geometrie
zugrunde, sondern z. B. auch der analytischen Geometrie. Ebenso verhilt es sich mit der
reellen Algebra. Ich mochte sogar behaupten, daB sie erst beim Studium semianalytischer
Mengen voll zum Zuge kommt. Hier handelt es sich allerdings mehr um die Anwendung des
Instrumentariums der kommutativen Algebra fiir Fragen der reellen Geometrie. Dieser
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Stoff, so schreiben die Autoren, muf} einem Buch zur héheren reellen Algebra vorbehalten
bleiben, ebenso wie das Studium von Garben auf dem reellen Spektrum.

Vielleicht ein Wort zum Aufbau des Buches: Zweifellos gehért Kapitel I an den
Anfang, denn ohne den Begriff der Anordnung und des reell abgeschlossenen Kérpers kann
man nichts erkldren. Der Leser mag sich aber wundern, warum die Stellensitze erst ganz am
Ende auftauchen, wihrend doch in der gewdhnlichen algebraischen Geometrie alles mit
dem Hilbertschen Nullstellensatz anfingt. Zu einem weiteren Punkt, der auffillt, lasse ich
die Autoren sprechen: ,,Fiir den Kenner sei angemerkt, daB das Buch durchweg ohne das
Tarski-Prinzip auskommt. (Wir hoffen, daB er ein wenig iiberrascht ist, wieviel reelle
Algebra man sinnvoll darstellen kann, ohne dieses Prinzip zu benutzen). Zwar halten wir das
Tarski-Prinzip fiir duflerst wichtig und keineswegs fiir besonders schwierig, rechnen es aber
doch schon zur héheren reellen Algebra.”

In dem Buch bleibt also die personliche Handschrift der Autoren sichtbar, und das
ist gut so. Strenge, Sorgfalt und Ubersichtlichkeit im Detail lassen nichts zu wiinschen ibrig,
so daf} auch die Studierenden, fiir die der ,,Aufbaukurs” gedacht ist, nie im Stich gelassen
werden. So kann ich das auch optisch sehr ansprechende Buch jedem, der sich in die reelle
Algebra einarbeiten will, nur warmstens empfehlen. Besonders ein Leser, der im voraus
schon etwas motiviert ist, wird viel Freude daran haben.

Miinster L. Brocker

Narkiewicz, W., Elementary and Analytic Theory of Algebraic Numbers (2nd., subst.
rev. and extended ed.), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1990, 580 S., DM 148,-

Das Buch ist eine iiberarbeitete und erginzte Neuauflage des 1974 erschienenen
Werkes mit demselben Titel (siche die Besprechung von G. J. Rieger im Jber. d. DMV
Bd. 79). Es behandelt in neun Kapiteln die wichtigsten Resultate der klassischen algebrai-
schen Zahlentheorie (mit Ausnahme der Klassenkdrpertheorie und unter besonderer
Beriicksichtigung analytischer Methoden). Daneben findet der Kenner aber auch eine Reihe
von Perlen, welche sonst nicht in Lehrbiichern dargestellt werden: Verteilung ganzalgebrai-
scher Zahlen in der komplexen Ebene, Minkowski-Einheiten, Anzahlaussagen fiir abelsche
Zahlkorper gegebener Diskriminante, qualitative und quantitative Resultate iiber nicht-
eindeutige Faktorisierungen und manches andere.

Mit den Kenntnissen einer Algebra- und einer Funktionentheorie-Vorlesung fiir
mittlere Semester sollte das Buch gut lesbar sein. Dariiberhinausgehende Voraussetzungen
sind in vier Anhédngen in geeigneter Weise dargestellt.

Jedes Kapitel besteht aus einem Haupttext mit ausfithrlichen Beweisen, einer Reihe
von Ubungsaufgaben und ,Notes“: in den letzteren wird in nahezu enzyklopédischer Form
iiber weitere Resultate berichtet und auf ein fast 5000 Titel zdhlendes Literaturverzeichnis
im Anhang verwiesen - eine Fundgrube fiir jeden an klassischer algebraischer Zahlentheorie
interessierten Forscher! Die erste Auflage enthielt eine Liste von 35 ungel6sten Problemen.
Einige von ihnen sind inzwischen teilweise oder vollstindig gel6st. Hier wird im Anhang
iiber den Status dieser Probleme berichtet, und es werden 14 weitere gestellt.

Das vorliegende Werk ist dem Studierenden als Lehrbuch und dem Forschenden
als Handbuch und Nachschlagwerk in gleicher Weise wirmstens zu empfehlen.

Graz F. Halter-Koch
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Freitag, E., Hilbert Modular Forms, Berlin u.a.: Springer Verlag 1990, 240 S.,
DM 98,-

Die Kohomologie arithmetischer Gruppen ist von grofier Bedeutung fiir die
moderne Zahlentheorie. Je nach Gesichtspunkt kann man sie mit verschiedenen natiirlichen
Zusatzstrukturen versehen; jede dieser Zusatzstrukturen wirft ihre eigenen Fragen und
Probleme auf; und an die Klarung des Zusammenspiels der verschiedenen Aspekte kniipfen
sich bedeutende, im allgemeinen gréBtenteils unbewiesene Vermutungen.

Sei G eine zusammenhingende halbeinfache algebraische Gruppe iiber einem
Zahlk6érper K und I' eine arithmetische Untergruppe von G(X). Grundlage vieler
Uberlegungen ist die Tatsache, daf die Kohomologie von I" kanonisch isomorph ist zu der
singuldren Kohomologie des topologischen Raumes X/I', wobei X der nicht-kompakte
symmetrische Raum ist, welcher der reellen Lie-Gruppe G(K ® R) zugeordnet ist. Diese
Kohomologie kann man nun mittels topologischer, analytischer, etc. Methoden untersu-
chen.

In dem vorliegenden Buch wird eine der Zusatzstrukturen in dem konkreten Fall
der Hilbertschen Modulgruppe G = SL,  studiert; hier ist X ein total-reeller Zahlkorper
vom Grad n. Der symmetrische Raum X ist dann isomorph zu dem n-fachen Produkt von
komplexen oberen Halbebenen #, und der Quotient #”/TI, genannt Hilbertsche Modulva-
rietdt, tragt die Struktur eines nicht-kompakten komplexen Raumes. Freitags Buch gibt eine
zusammenfassende elementare Beschreibung der de Rham-Kohomologie dieser Hilbert-
schen Modulvarietit. Der einfachere Fall einer arithmetischen Gruppe, bei der der Quotient
#"/T kompakt ist, wird - ohne explizite Beispiele zu nennen - stets mitbehandelt.

Das wichtigste Hilfsmittel zum Studium der de Rham-Kohomologie bilden die
Hilbertschen Modulformen, denen folglich der groBere Teil des Buches gewidmet ist. Das
erste Kapitel beginnt mit der Reduktionstheorie und der Kompaktifizierung von #"/I'
durch endlich viele Punkte, sogenannte Spitzen. Zum leichteren Verstindnis wird der Fall
n=1, d.h. 'CSL(2,R) besonders ausgefithrt. Danach werden automorphe Formen
eingefiihrt; die Liicke zwischen Modulformen und Spitzenformen wird durch Eisensteinrei-
hen beschrieben.

Das zweite Kapitel behandelt Dimensionsformeln fiir den Raum der Spitzenfor-
men. Im groBeren, sehr technischen Teil wird die Selbergsche Spurformel entwickelt und,
Shimizu folgend, elementar ausgewertet. Der Grenzfall der Modulformen vom Gewicht 2
wird in algebro-geometrischer Weise auf den allgemeinen Fall zuriickgefiihrt. Zwar wird der
Satz von Riemann-Roch nicht benutzt, dennoch geht dieser Abschnitt iiber den ansonsten
weitgehend eingehaltenen elementaren Rahmen hinaus.

Im dritten und letzten Kapitel wird die de Rham-Kohomologie von #"/I" durch
Differentialformen beschrieben. Im kokompakten Fall ergibt sich die Hodge-Zerlegung
aus den Spitzenformen und den sogenannten universellen Klassen; dies beruht auf
Ergebnissen von Matsushima und Shimura. Fiir die Hilbertsche Modulgruppe spannen
diese Formen nur die quadrat-integrierbare Kohomologie auf, und analog zu dem
Unterschied zwischen Modulformen und Spitzenformen muB der Beitrag der Spitzen
gesondert konstruiert werden. Die Methode hierfiir stammt von Harder und benutzt die
analytische Fortsetzung von Eisenstein-Reihen; darin ist die Bezeichnung Eisenstein-
Kohomologie begriindet.

Als SchluBpunkt soll die (komplexe) gemischte Hodge-Struktur auch in diesem Fall
bestimmt werden; dieser Abschnitt ist eine Zusammenfassung einer Diplomarbeit von
Ziegler. Hier, wie auch schon fiir (Delignes) Definition der gemischten Hodge-Struktur,
wird die toroidale Kompaktifizierung von #"/I"benétigt. Da die entsprechenden Erklidrun-
gen duBerst knapp gehalten sind, wird der Leser kaum auskommen ohne Kenntnis der
zitierten Originalliteratur. Leider ist auf Seite 193 ein Fehler: Proposition 7.7 wird nur
bewiesen modulo der Gewichtsfiltrierung. Die Ergebnisse reichen somit nur zur Beschrei-
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bung der reinen Subquotienten der gemischten Hodge-Struktur. Das hat aber zum Beispiel
keine Auswirkung auf die Berechnung der Hodge-Zahlen.

In den Anhéngen werden die benutzten Tatsachen iiber algebraische Zahlen, das
Lebesgue-Integral, den Differentialformenkalkiil und die Hodge-Theorie knapp und
iibersichtlich dargestellt. Das Buch diirfte somit fiir Studenten mittleren Semesters mit
Kenntnissen der algebraischen Topologie zuginglich sein. Allerdings wire gerade ein
Neuling auf diesem Gebiet dankbar fiir mehr Motivation und fiir eine Auflockerung und
bessere Strukturierung der technisch komplizierten Passagen. Auch ist es bedauerlich, da
der Verlag nicht mehr Sorgfalt auf den Layout verwandt hat.

Die meisten Ergebnisse des Buches sind bekannt; der Nutzen liegt deshalb vor allem
in deren einheitlicher Prasentation. Mit seiner Entscheidung fiir die elementare Darstellung
des engeren Gegenstands verzichtet der Autor bewuBt auf Seitenblicke wie auf allgemeine
Systematik. Damit kann das Buch zwar das Interesse an anderen Fillen wecken, fithrt aber
nicht auf diese hin. Im ganzen wird das Buch somit seinen eigenen Anspriichen gerecht.

Bonn R. Pink

Aubin, J.-P., Frankowska, H., Set-Valued Analysis (Systems and Control: Founda-
tions and Applications, Vol. 2), Basel u. a.: Birkhauser-Verlag, 1990, 461 S., DM 138,00

Jede mengenwertige Abbildung kann man zwar formal als gew6hnliche Abbildung
auffassen und von diesem Standpunkt aus untersuchen. Dies wird allerdings der speziellen
Struktur solcher Abbildungen nicht gerecht. Erst die gezielte Ausnutzung dieser Struktur
hat der mengenwertigen Analysis ihre fundamentale Bedeutung fiir weite Teile der
Mathematik und auch fiir viele Anwendungsbereiche gebracht. So werden Begriffe und
Ergebnisse der mengenwertigen Analysis in der nichtlinearen Optimierung verwendet, hier
insbesondere fiir verschiedenste Ableitungsbegriffe fiir nicht klassisch differenzierbare
Abbildungen und fiir Stabilitatsuntersuchungen der zuldssigen Mengen und der Menge aller
Optimallésungen. Aus der modernen Steuerungs- und Regelungstheorie und, eng damit
verbunden, aus der Untersuchung von Differentialinklusionen sind die Beweistechniken der
mengenwertigen Analysis nicht mehr wegzudenken. Abstrakte Extremalprinzipien und
deren Konkretisierung als Variationsungleichungen, Sattelpunkttheoreme und Gleichge-
wichtssitze schlagen die Briicke von der Optimierung zur Untersuchung der Fixpunkte
mengenwertiger Abbildungen und damit wiederum zur mengenwertigen Analysis.

Trotz ihrer groflen Bedeutung fehlte bislang eine aktuelle und umfassende
Darstellung der theoretischen Grundlagen der mengenwertigen Analysis. Diese Liicke wird
durch das vorliegende Buch geschlossen. Die Autoren, die selbst zahlreiche wissenschaft-
liche Beitrige zu diesem Gebiet beigesteuert haben, untersuchen zunichst verschiedene
Stetigkeitsbegriffe fiilr mengenwertige Abbildungen. Dann werden die Satze von der offenen
Abbildung, vom abgeschlossenen Graphen und iiber die gleichmaBige Beschrianktheit fir
abgeschlossene konvexe Prozesse dargestellt. Existenz- und Stabilitatstheorie fiir Gleichge-
wichtspunkte werden in engem Zusammenhang mit Fixpunktsitzen fiir mengenwertige
Abbildungen und Sitzen iiber inverse Funktionen vorgestellt. Breiten Raum nehmen
Ableitungsbegriffe fiir mengenwertige Abbildungen ein, basierend auf verschiedensten
Definitionen fiir Tangentialkegel und den damit gegebenen Approximationen fiir den
Epigraphen reeller Funktionen oder allgemeiner den Graphen mengenwertiger Abbildun-
gen. Die Grundlagen des Differentialkalkiils fiir mengenwertige Abbildungen (Kettenre-
geln, Sitze iiber implizite Funktionen, Subdifferentiale, Ableitungen hoherer Ordnung)
werden mitentwickelt. Konvergenzsitze fiir mengenwertige Abbildungen im Sinne der
Konvergenz von Graphen bzw. Epigraphen, die Integration mengenwertiger Abbildungen
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und Selektionssitze werden ebenfalls ausfiihrlich untersucht. Das Buch schliet mit einer
Einfithrung in eines der wichtigsten Anwendungsgebiete fiir die Begriffsbildungen und
Ergebnisse der mengenwertigen Analysis, namlich in die fiir die optimalen Steuerungen
grundlegende Theorie der Differentialinklusionen.

Das vorliegende Buch ist nicht nur ein wertvolles Nachschlagewerk fiir die
theoretischen Grundlagen der mengenwertigen Analysis. Es strahlt auch etwas aus von der
Begeisterung der Autoren fiir den Stoff und von ihrer Freude an einer anregenden
Darstellung. Es kann daher jedem Leser bestens empfohlen werden, der sich fiir aktuelle
und anwendungsrelevante Weiterentwicklungen der klassischen Analysis und Funktional-
analysis interessiert.

Bayreuth F. Lempio

Kushner, H. J., Weak Convergence Methods and Singularly Perturbed Stochastic
Control and Filtering Problems (Systems and Control: Foundations and Applications, Vol.
3), Basel u. a.: Birkhduser Verlag 1990, 233 S., DM 84,-

H. J. Kushner hat in dem vorliegenden Buch hauptsidchlich seine eigenen
Ergebnisse aus einer Vielzahl von Artikeln der letzten zwanzig Jahre zusammengefa3t und
teilweise erweitert. Damit liegt endlich eine in sich geschlossene Darstellung der Anwendung
von Methoden schwacher Konvergenz auf Probleme singulirer Kontrolle und Filterung
vor.

Das Buch wendet sich wohl hduptsdchlich an Leser, die mit der allgemeinen
Thematik schon vertraut sind, da aufgrund der Nahe zu den zugrundegelegten Zeitschriften-
artikeln trotz einiger einfithrender Kapitel gute Kenntnisse der Theorie stochastischer
Prozesse, der Kontroll- und Filtertheorie vorausgesetzt werden. Die abstrakte Darstellung
und der Mangel an konsequent durchgerechneten Beispielen diirfte einerseits wohl den
Leserkreis weiter einschrianken, andererseits wird dem auf dem Gebiet arbeitenden
Experten eine gute Ergianzung zu Kushner’s Arbeiten geboten.

Kontrollierte singuldr gestorte Systeme lassen sich beschreiben durch ein Glei-
chungssystem, in dem ,,langsam“ und ,,schnell” sich indernde Komponenten auftreten. Ein
wesentlicher Spezialfall ist beschrieben durch

dxt=f(x¢%, z¢, u)dt + o, dw,
edzt =g (x%, z¢, u)dt + q(e)odw,,

wo ¢ ein Parameter ist und das Verhalten der Funktion g(¢) (¢—0) wesentlich die
Eigenschaften des Systems beeinfluit; z.B. fir q(s)=\/; 146t sich offensichtlich die
zweite Komponente als schneller bewegt interpretieren. Eine Steuerung u - bzw. eine
verallgemeinerte Kontrolle - fiir dieses System ist zu finden, die ein Kostenkriterium V¢
minimiert.

Da dieses Problem im allgemeinen nicht l6sbar sein wird, versucht man das
Ausgangsproblem nach Entkopplung der Dynamikgleichungen durch ein ,gemitteltes
System“ zu ersetzen, so daB fiir e » 0 das Ausgangsproblem mit dem gemittelten System
ibereinstimmt. Das gemittelte System ergibt sich durch Ausintegrieren der schnellen
Variablen bzgl. des invarianten MaBles zum fixed-x-System aus der Gleichung fiir die
langsame Variable und dem Kostenkriterium, so dall der Parameter der Perturbation nicht
mehr auftritt. Die Konvergenz wird mit den in Kapiteln 1-3 zusammengestellten Resultaten
zur schwachen Konvergenz untersucht.

Mit wesentlich unterschiedlichen Methoden wird das Problem untersucht fiir ein
zugrundeliegendes endliches Zeitintervall, fiir ein Durchschnittskostenkriterium und fiir
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das Problem mit pfadweisen Durchschnittskosten. Gerade fiir dieses Problem wird eine
neue Behandlungsweise eingefiihrt, die auf der Untersuchung von ,functional occupation
measures® beruht.

Ab Kapitel 6 wird das Filterproblem zu obigem System betrachtet, worin die
Beobachtung geliefert wird durch

dy*=H(x*, 2°)dt + dw,

Mit den Methoden, die sich bereits bei den Kontrollproblemen als erfolgreich erwiesen, wird
die Optimalitat des gemittelten Filters fiir das Ausgangssystem untersucht.

Damit verlafit der Autor das bislang zugrundeliegende Diffusionsmodell, um
analoge Probleme fiir Systeme mit wide bandwidth noise zu untersuchen. Die hier
wesentlich benutzte ,perturbed test function - direct averaging“-Methode ist schon aus
fritheren Artikeln des Autors bekannt, wird hier jedoch in wesentlichen Punkten verbessert.

Bei (fast) allen angesprochenen Problemen spielt die Stabilitdt der Systeme eine
wesentliche Rolle. Deshalb erlautert das Kapitel 9 einige der wichtigsten Aspekte der
Stabilitét, insbesondere werden Lyapunov-Funktionen-Methoden besprochen.

Damit wird die Darstellung in guter Weise abgerundet.

Im letzten Kapitel 10 wird kurz ein Licht geworfen auf das Problem parametrischer
Singularititen. Einige Ergebnisse zur schwachen Konvergenz und Stabilitit solcher Systeme
werden vorgestellt. Damit gibt H. J. Kushner einen Ausblick auf mégliche weitere
Forschungen.

Die Vielzahl der besprochenen Probleme, die allesamt sich aus Anwendungsproble-
men ergaben, macht das besprochene Buch zu einem freudigen Ereignis auf dem
Biichermarkt, und es wird somit sicherlich nicht nur von Interesse sein ,fiir Biichereien®
(Birkhiuser Pressedienst).

Konstanz M. Kohlmann

Hackbusch, W., Iterative Losung groBer schwachbesetzter Gleichungssysteme,
Stuttgart: Teubner-Verlag 1990, 382 S., Kart. DM 42 -

Die Losung linearer Gleichungssysteme ist zugleich eine einfache und eine
schwierige Aufgabe. Jeder kennt das Gauflsche Eliminationsverfahren, mit dem sich im
Prinzip jedes lineare Gleichungssystem 16sen 14a6t. Es gibt Varianten dieses Verfahrens, die
sich auch auf groe Systeme mit zehntausenden von Unbekannten anwenden lassen, und die
sehr genau iiber die Nullelemente in der Ausgangsmatrix und den Zwischenmatrizen Buch
fihren und so den Aufwand in einigermalen ertraglichem Rahmen halten. Solche
Verfahren erfreuen sich unter Ingenieuren einer grofien Beliebtheit. Das Problem ist, und
darum ist die Losung linearer Gleichungssysteme eine schwierige Aufgabe, daB bei solchen
direkten Verfahren der Aufwand in der Regel stark iiberproportional zur Anzahl der
Unbekannten ansteigt. Damit sind solche Verfahren zur Lésung groBer Systeme mit
tausenden von Unbekannten aufwendig. Bei Systemen mit hunderttausenden oder gar
Millionen von Unbekannten, wie sie bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichun-
gen leicht auftreten konnen, werden sie sehr schnell vollig unbrauchbar.

Um solche groBen Probleme erfolgreich angreifen zu konnen, sind iterative
Verfahren erforderlich. Die Geschichte iterativer Verfahren reicht bis zu Gauf} zuriick, der
das heute nach ihm benannte GauB-Seidel-Verfahren mit groem Erfolg angewendet hat.
Einen ersten Hohepunkt bildete in den fiinfziger und sechziger Jahren die Entwicklung der
SOR-und der ADI-Verfahren. In dieser Zeit sind die bis heute maBgeblichen Monographien
von R. S. Varga und D. M. Young entstanden. In den siebziger und achtziger Jahren sind



Buchbesprechungen 63

entscheidende Durchbriiche erzielt worden. In dieser Zeit sind Mehrgitterverfahren und
Gebietszerlegungsverfahren verschiedenster Art entwickelt worden, die zur Losung der
Gleichungssysteme dienen, die bei der Diskretisierung partieller Differentialgleichungen
entstehen. Typisch fiir diese Verfahren ist, daf} sie eine optimale oder fast optimale
Komplexitit erreichen. Das heiflt, der Rechenzeit- und Speicherplatzaufwand wichst nur
mehr proportional zur Grofle des Systems an. Mit diesen Verfahren konnte das wissen-
schaftliche Rechnen in neue Dimensionen vorstoflen, die vorher undenkbar waren. Herr
Hackbusch hat diese Entwicklungen selbst mit angestoen und ganz wesentliche Beitrige zu
ihnen geleistet.

Mit dem vorliegenden Buch hat er die Liicke geschlossen, die sich zwischen den
Monographien von Varga und Young und dem heutigen Wissen auftut. Das Buch beginnt
mit einer breiten und sehr fundierten Einfithrung in die Grundeigenschaften iterativer
Verfahren. Besonderen Wert wird dabei auf die Diskussion von Gleichungssystemen mit
symmetrischer und positiv definiter Koeffizientenmatrix gelegt. Diese Klasse von Glei-
chungssystemen ist in den Anwendungen von besonderer Bedeutung. Die Theorie fiir 2-
zyklische und fiir M-Matrizen, die im Prinzip der Gegenstand der Biicher von Varga und
Young ist, wird ausfithrlich dargestellt. Einen besonderen Schwerpunkt des Buches bildet
die Diskussion von semiiterativen Verfahren nach Art der Tschebyscheff-Beschleunigung
und der Methode der konjungierten Gradienten, mit deren Hilfe sich die Konvergenz von
Basisalgorithmen sehr oft erheblich beschleunigen 148t. Ausfiihrlich wird auf die Bedeutung
von Vorkonditionierungsmethoden eingegangen, die im Prinzip ein gegebenes Gleichungs-
system in ein anderes Gleichungssystem transformieren, das sich besser behandeln 148t.
Abschlufl und Hohepunkt des Buches bilden zwei lange Kapitel iiber Mehrgitterverfahren
und iber Gebietszerlegungsmethoden, die in sich abgeschlossen sind und die den Leser an
die aktuelle Forschung heranfiihren.

Fast alle Verfahren werden durch Pascal-Prozeduren erldutert und illustriert, die
vom Autor zusammen mit einer Reihe von Beispielprogrammen auf Diskette erhiltlich
sind.

Das Buch stellt eine gelungene Mischung zwischen Monographie und Lehrbuch dar
und kann sehr gut als Grundlage fiir eine Vorlesung oder ein Seminar benutzt werden. Es
schlieft (nicht nur im deutschen Sprachraum) eine bedeutende Liicke in der Literatur. Es
sollte im Biicherschrank keines Mathematikers fehlen, der sich fiir Anwendungen interes-
siert und mit der Losung gréBerer Gleichungssysteme zu tun hat.

Tubingen H. Yserentant

Crouzeix, M., Rappaz, J., Approximation in bifurcation theory, Berlin u. a.: Springer
1990, 165 S., Softcover DM 42—

Das Anliegen des vorliegenden Buches besteht darin, numerisch verwendbare
Approximationen fiir Verzweigungsprobleme vorzustellen; es ist im wesentlichen auf der
Grundlage einer Artikelserie von Brezzi-Raviart-Rappaz entstanden.

Verzweigungsprobleme sind parameterabhingige Gleichungen; besonderes Au-
genmerk gilt neben der expliziten Berechnung von Losungen der Bestimmung des
Losungsverhaltens in Abhéngigkeit von den Systemparametern.

Die analytische Basis zur Berechnung der reguliren Losungen bildet der Satz iiber
implizite Funktionen; in der Umgebung singuldrer Punkte wird (bei den hier behandelten
statischen Problemen) auf die Methode von Lyapunov-Schmidt zuriickgegriffen, mit deren
Hilfe das urspriingliche Problem auf die dquivalenten , Verzweigungsgleichungen® reduziert
wird.
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Zur Motivation werden in Kapitel 1 einige typische Verzweigungsprobleme
vorgestellt (darunter das bekannte Bratu-Problem) und eingehend auf ihr Lésungsverhalten
hin untersucht.

Dariiber hinaus wird anhand dieser Beispiele erlautert, wie man durch (Finite-
Differenzen- oder Finite-Element-) Diskretisierung von einem analytisch gegebenen
Problem zu numerisch handhabaren Gleichungen kommt. Das Ziel der dann folgenden
Kapitel ist die Analyse der Konvergenz der diskreten Approximationen und die Herleitung
von Fehlerabschédtzungen innnerhalb eines abstrakten Formalismus (fiir Gleichungen in
Banachraumen), der auch fiir andere Probleme geeignet ist.

Da die theoretischen Ergebnisse jeweils anhand der eingangs aufgefiihrten
elliptischen Differentialgleichungen erldutert werden, sind die erforderlichen Grundlagen
iiber lineare elliptische Differentialoperatoren iibersichtlich in Kapitel 2 zusammengestellt.

In Kapitel 3 wird die Approximation der nichtlinearen Probleme in reguliren
Losungspunkten behandelt, und die Existenz von Lésungen der Hilfsprobleme sowie ihre
Konvergenz gegen Losungen des urspriinglichen Problems gezeigt.

Die Kapitel 4 und 5 beschiftigen sich entsprechend mit einfachen Wendepunkten
und einfachen Verzweigungspunkten auf der trivalen Losung.

In Kapitel 6 wird ausfiihrlich die Approximation einfacher Verzweigungspunkte
dargestellt. Dazu wird hier mit Hilfe einer Hilfsfunktion f eine zur iiblichen Methode von
Lyapunov und Schmidt dquivalente Aufspaltung hergeleitet, durch die eine Klassifikation
der Verzweigungen gegeben ist. Aullerdem enthilt Kapitel 6 eine detaillierte Analyse des
Verzweigungsverhaltens fiir den haufig auftretenden Fall einparametriger Probleme.

In Kapitel 7 schlieBlich werden drei wichtige Spezialaspekte angesprochen:

a) die Beriicksichtigung von Symmetrien

b) die Behandlung von Problemen, bei denen die iiblichen Glattheitsvoraussetzungen nicht
erfiillt sind

¢) die Approximation von Gleichungen iiber unbeschriankten Gebieten als Prototyp fir
Probleme, bei denen (fiir die Konvergenz wichtige) Kompaktheitsbedingungen nicht
vorliegen.

Das Buch stellt eine sehr gute Einfithrung in die fiir die numerische Behandlung von
Verzweigungsproblemen erforderlichen Grundlagen dar. Dazu werden sowohl die theoreti-
schen Aspekte der Verzweigungstheorie wie auch die Approximation durch diskrete
Hilfsprobleme sorgfiltig und verstindlich behandelt. Leider vermifit man Hinweise auf die
konkrete Umsetzung der theoretischen Abschéitzungen und ihre Anwendung bei numeri-
schen Rechnungen. AuBlerdem wire es sicherlich hilfreich gewesen, wenn die Vorteile der
modifizierten Lyapunov-Schmidt-Reduktion stirker herausgearbeitet worden wéren.

Insgesamt ein empfehlenswertes Werk, das als Grundlage fiir einen Kurs oder auch
fiir Studenten héherer Semester zum Selbststudium geeignet ist.

Kéln T. Kiipper

Bebernes, J., Eberly, D., Mathematical Problems from Combustion Theory (Applied
Mathematical Sciences, Vol.83), - Berlin u.a.: Springer-Verlag 1989, 1888S., 21 Fig.,
DM 68,-

Verbrennung ist ein komplexer Vorgang, dessen wichtigsten Aspekte chemische
Reaktionen, Thermodynamik und Strémung sind. Im allgemeinen wird ein derartiger
Vorgang durch ein System von N+ n+2 nichtlinearen partiellen Differentialgleichungen
beschrieben, wobei N die Anzahl der beteiligten chemischen Substanzen und n die
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Raumdimension sind. Aufgrund der Komplexitit des Problems gibt es hierfiir derzeit keine
theoretischen Aussagen. Das vorliegende Buch behandelt daher ein Reihe von Aufgaben-
stellungen, die durch Vereinfachungen und bestimmte Approximationen entstehen. Fiir
diese enthélt es neuere Resultate, hauptsichlich solche, die die Autoren in den letzten Jahren
selbst gewonnen haben.

Das oben genannte System enthalt als Variablen die Gesamtmassendichte g, den
Geschwindigkeitsvektor # € R”, die Temperatur 7, und die N Volumenanteile y; der
beteiligten Substanzen. Kapitel 1 enthilt eine kurze Herleitung des allgemeinen nichtlinea-
ren Systems aus den Erhaltungssitzen von Masse, Impuls, Energie und chemischen Spezies.
Es wird dann allerdings nur eine chemische Reaktion betrachtet, die so verlauft, daB nur eine
der beteiligten Substanzen behandelt zu werden braucht. Der Rest des Buches gliedert sich
in zwei Hauptteile: den von Vorgédngen mit festem Brennstoff (Kapitel 2 bis 4) und den mit
gasformigem Brennmaterial (Kapitel 5 und 6).

Der wichtigste Aspekt einer sehr schnellen exothermen chemischen Reaktion ist das
starke Ansteigen der Temperatur. Dieser Frage sind die Kapitel2 und 3 des Buches
gewidmet. In jhnen wird nur eine skalare Gleichung betrachtet, die die Temperatur T
enthilt, nimlich

9,T—AT=4eT,

das Feststoff-Ziindungsmodell. Im zweiten Kapitel geht es dabei zunéichst um die méglichen
stationdren Zustdnde, also um das Gelfand-Problem. Im Detail wird der Fall eines
kugelférmigen Gebietes und von radialsymmetrischen Losungen studiert. Dabei ergeben
sich scharfe Aussagen iiber Existenz oder Nicht-Existenz bzw. die Multiplizitat von
Lésungen, und zwar in Abhéngigkeit vom Frank-Kamenetski-Parameter 8. Das Kapitel 3
benutzt diese Kenntnisse, um die Frage des blow up eingehend zu untersuchen: wann, wo und
wie?

Im Kapitel 4 wird ein Reaktions-Diffusions-Modell betrachtet, dessen zugehériges
System die Temperatur T und den Volumenanteil y enthilt. Mit den Techniken, die von
Nagumo und Westphal stammen, werden Existenz und Vergleichssitze bewiesen.

Als einfachste Gleichung fiir gasférmigen Brennstoff wird

3T —AT=geT+1—7 1 [ar
y vol(Q)

betrachtet, das reaktiv-diffusive Ziindungsmodell in einem festen Behilter Q, wie es unter
Annahme sehr starker Aktivierungsenergie entsteht. Existenz und Invarianzsitze werden
unter Verwendung abstrakter Theorie nichtlinearer Halbgruppen gewonnen. Auch hier
wird im radialsymmetrischen Fall die Frage des blow up behandelt.

Der grofite Teil von Kapitel 6 behandelt ein rdumlich eindimensionales Problem fiir
eine chemische Substanz, das volle eindimensionale Gasmodell. Um hierfiir einen globalen
Existenzsatz zu beweisen, ist eine Reihe von a-priori Abschitzungen fiir die Dichte J, die
Geschwindigkeit # und die Temperatur T nétig.

Im Jahre 1984 habe ich die Vortrige gehort, die Jerrold Bebernes im Rahmen der
Sommerschule ,,Mathematische Physik“ in Ravello, Italien, gehalten hat, und von denen das
Buch seinen Ausgang nahm. In den wenigen Jahren seither haben er und seine ehemaligen
Studenten David Eberly und Alberto Bressan offenbar eine Reihe von beachtlichen
Fortschritten in der Theorie der Verbrennung gemacht. Das Buch behandelt ein Thema im
Spannugsfeld zwischen dem in den Anwendungen Erwiinschten einerseits und dem mit
mathematischen Methoden Machbaren andererseits. Es entspricht der Natur des Problems,
dal} es in diesem relativ jungen Gebiet bisher nur fiir bestimmte Spezialfalle befriedigende
theoretische Resultate gibt. Man muB aber damit rechnen, da in naher Zukunft zahlreiche




66 Buchbesprechungen

neue Erkenntnisse gewonnen werden. Es ist daher sehr zu wiinschen, daB sich viele
interessierte Leser finden, die sich mit diesem fiir technische Anwendungen wichtigen
Thema eingehend befassen wollen.

Neubiberg U. Hornung

Brouwer, A.E., Cohen, A. M., Neumaier, A., Distance-regular graphs, Berlin u.a.:
Springer-Verlag 1989, 495S., DM 148,-

Aus der Theorie der distanztransitiven Graphen (d.h. Graphen, bei denen je zwei
Paare von Ecken gleichen Abstands durch einen Automorphismus aufeinander abgebildet
werden konnen) entwickelte sich Anfang der siebziger Jahre der Begriff des distanzregula-
ren Graphen. Dies sind zusammenhingende Graphen I, bei denen fiir jedes i, j die Anzahl
der Ecken, die von der Ecke x den Abstand i und von der Ecke y den Abstand j haben, nur
vom Abstand der beiden Ecken x und y abhingt. Hierzu geniigt es, daf fiir jedes i die
wSchnittzahlen® b;:=| I (x) " I(y)| und ¢; :=|T;— (x) ~nI'(y) | mit y € I';(x) unabhingig
vonder Wahl von x und y € I';(x) sind, wobei I';(x) die Menge aller Ecken in I"vom Abstand i
von x bezeichne. Das 2d-Tupel (by,...,bs--1;¢1, ..., cq) heiBt ,Schnittschema“ des distanz-
reguldren Graphen vom Durchmesser d. In der vorliegenden Monographie wird zum
erstenmal der Versuch unternommen, die umfangreiche Entwicklung der letzten zwanzig
Jahre zusammenfassend darzustellen, meist unter Beschrinkung auf endliche Graphen.
Dabei wird auf eine Einbettung der Theorie der distanzregularen Graphen in die allgemeine
Theorie der Assoziationsschemata weitgehend verzichtet und groBes Gewicht auf Klassifi-
kationssdtze gelegt. Man kann es als Hauptanliegen des Buches betrachten, alle bekannten
distanzreguldren Graphen zu beschreiben, zu klassifizieren und durch Struktureigenschaf-
ten zu charakterisieren. Mit diesem Anliegen befal3t sich direkt etwa die Hélfte des Werkes
(Kap. 6 und 8 bis 14), aber auch die Themenwahl der anderen Hilfte geschieht oft mit Blick
auf dieses Ziel. So kann das Buch auch als Nachschlagewerk fiur alle bekannten
distanzreguldren Graphen dienen, zumal ein Inhaltsverzeichnis aller im Text vorkommen-
den Schnittschemata aufgenommen wurde.

Ausgehend von verschiedenen Regularititseigenschaften, wird in Kap. 1 der Begriff
des distanzreguliren Graphen entwickelt. Distanzregulare Graphen treten hierbei in
natiirlicher Weise als Lésungen von Extremalproblemen fiir Klassen von Graphen mit
schwicheren Regularititseigenschaften auf. Es werden distanzregulare Graphen eingefiihrt,
die sich aus klassischen kombinatorischen Strukturen ergeben. In Kap. 2 wird die Theorie
der Assoziationsschemata nur insoweit entwickelt, als sie fiir distanzreguldre Graphen von
Bedeutung ist. Sie findet aber nur bei speziellen Themen, wie etwa Q-polynomialen Graphen
in Kap. 8, Verwendung. Im Hinblick auf spitere Klassifikationssdtze wird in Kap. 3 der
Zusammenhang untersucht zwischen den Eigenwerten eines Graphen und seinen Darstel-
lungen im n-dimensionalen euklidischen Raum durch Punkte, deren euklidische Absténde
verschiedenen Bedingungen geniigen. Auf diese Weise werden etwa alle distanzreguldren
Graphen vom Durchmesser 2 (= stark regulire Graphen) mit kleinstem Eigenwert gleich
—2 bestimmt. Diese Theorie der Darstellungen im euklidischen Raum wird z. B. wesentlich
in Kap. 4 zur Charakterisierung aller distanzregularen Graphen mit ¢, 2> 2 und zweitgroB3-
tem Eigenwert gleich b, — 1 benutzt. Weiterhin finden sich in Kap. 4 die systematische
Entwicklung der allgemeinen Theorie der distanzreguldren Graphen, Konstruktionsverfah-
ren fir neue distanzregulidre Graphen aus gegebenen und Bedingungen fiir die Existenz
gewisser Teilgraphen. Kap. 5 beschiftigt sich mit Bezichungen zwischen den Parametern
eines distanzreguldren Graphen, und zwar besonders mit der offenen Frage, ob der
Durchmesser aller distanzreguliren Graphen vom Regularitatsgrad k > 3 durch einen Wert
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f(k) nach oben beschrinkt ist, oder anders ausgedriickt, ob es (bis auf Isomorphie) nur
endlich viele distanzregulire Graphen gegebenen Regularitétsgrades k > 3 gibt. Eine solche
Absthitzung ist bisher nur unter zusitzlichen Voraussetzungen, wie etwa der Existenz eines
Vierecks oder der Bipartition (letzteres hier nicht bewiesen), oder in Abhéngigkeit von noch
weiteren Parametern, wie etwa der ,numerischen Taille“, gelungen. Das analoge Problem
fiir distanztransitive Graphen ist aber gelost: es gibt nur endlich viele distanztransitive
Graphen gegebenen Regularititsgrads k >3. Wihrend der urspriingliche Beweis dieses
Resultats die Klassifikation aller einfachen endlichen Gruppen benutzte, wird in Kap. 7 ein
hiervon unabhingiger Beweis von R. Weiss samt seinen gruppentheoretischen Vorausset-
zungen vollstindig ausgefiihrt.

In Kap. 6 erfolgt eine Klasseneinteilung der bisher gefundenen distanzreguldren
Graphen vom Durchmesser > 3. Fiir jede Klasse werden Eigenschaften hergeleitet und die
bekannten Beispiele angegeben. In Kap. 8 werden ,,Q-polynomiale“ Graphen untersucht,
eine Klasse distanzreguldrer Graphen, deren Schnittzahlen einer noch stiarkeren Bindung
unterworfen sind und nur von fiinf Parametern abhingen. Es werden unter allen bekannten
distanzreguldren Graphen die Q-polynomialen ermittelt und die Vermutung von E. Bannai
erhirtet, daB alle Q-polynomialen Graphen von groBem Durchmesser schon entdeckt sind.
Die Kap. 9 bis 13 sind der Charakterisierung von Klassen distanzregularer Graphen durch
arithmetische oder geometrische Eigenschaften gewidmet. In Kap. 9 werden distanzregulare
Graphen mit ,klassischen Parametern“ betrachtet, d.h. mit Schnittzahlen, die sich in
einfacher Weise aus vier Parametern berechnen lassen. In Kap. 10 werden distanzregulare
Graphen aus Gruppen mit Hilfe von Coxeter- und Titssytemen gewonnen (sie sind dann
sogar distanztransitiv), in Kap.11 aus Codes und Blockplinen und in Kap. 12 aus
geometrischen Sachverhalten. In Kap. 13 werden die distanzreguldren Graphen beschrie-
ben, die sich nicht in eine unendliche Familie einreihen lassen und ein spezielles
Konstruktionsverfahren benétigen. In Kap. 14 werden alle Schnittschemata aufgefiihrt, die
nach dem heutigen Kenntnisstand fiir distanzregulare Graphen vom Durchmesser 2> 5 und
Eckenzahl <4096 in Frage kommen, und entsprechende distanzregulire Graphen, soweit
bekannt, angegeben. Analog, aber unter weiterer Einschrankung wird auch fiir Durchmes-
ser 4 und 3 verfahren. - In einem Anhang werden alle benutzten, kombinatorischen und
geometrischen Begriffe zusammengestellt. Von groen Wert ist auch das umfangreiche
Literaturverzeichnis, das 800 Titel enthélt.

Obwohl das Buch recht komprimiert geschrieben ist, konnten einige neuere
Resultate nur ohne Beweis erwiahnt werden. Vor allem die zweite Hilfte ist schwer zu lesen,
da z.B. spezielle Kenntnisse iiber Gruppen (Chevalleygruppen, Hall-Janko-Gruppe)
vorausgesetzt werden. Als Einfithrung in die algebraische Graphentheorie ist das Buch
weder gedacht noch geeignet (aber einige Kapitel als Seminarvorlage), als Synopse des
gegenwairtigen Stands der Theorie der distanzreguldren Graphen und als Nachschlagewerk
fiir die bekannten distanzreguldren Graphen ist es aber von groBem Wert.

Hannover W. Mader

Pareigis, B., Analytische und projektive Geometrie in der Computergraphik, Stutt-
gart: Teubner-Verlag 1990, 303 S., Kart., DM 42 -

Das Werk besteht aus zwei Teilen: A. Projektive Geometrie, B. Computer-
Graphik.

Der Abschnitt A bildet schon vom Umfang her den Schwerpunkt des Buches: Nach
einer Einfithrung in die lineare Algebra (Vektorriume und Matrizen, affine Riume,
euklidische Rdume) wird der Begriff des ,projektiven Raumes“ iiber einem Vektorraum
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eingefiihrt. Dadurch, daB der Skalarenkorper stets als kommutativ, meist sogar als reell
vorausgesetzt wird, werden viele strukturtheoretische Fragen ausgespart. Dementspre-
chend wird bei der Beschreibung von Kollineationen das Hauptaugenmerk auf projektive
Kollineationen gelegt. Abschnitten iiber Strecken, Halbrdume, Polytope und Sichtbarkeit
folgt eine ausfiihrliche Beschreibung spezieller Beispiele projektiver Abbildungen, welche
fir die graphische Praxis von Bedeutung sein konnen (Spiegelungen, Schiebungen,
Drehungen, Streckungen, Scherungen, perspektive Kollineationen und schlieBlich euklidische
Normalprojektionen). Betrachtungen iiber Doppelverhiltnisse und harmonische Quadrupel
schlieBen den Abschnitt A ab.

Abschnitt B beschiftigt sich damit, verschiedene Begriffe aus dem ersten Abschnitt
an einem Rechner zu implementieren. Dabei wird TURBO PASCAL unter Einschluf}
objektorientierter Methoden als Programmiersprache verwendet. Der Autor kommt aber
auch auf grundsitzliche Fragen der Programmentwicklung zu sprechen. Von einfachen
Routinen auf Pixelebene fiihrt der Bogen bis hin zu Konzepten von Graphikpaketen fiir die
konstruktive Geometrie. Dabei erweist es sich als besonders wohltuend, daB nicht ein
fertiges Paket prasentiert wird: Vielmehr werden die Grundlagen geschaffen, ein Paket in
seinem Aufbau zu verstehen und gegebenenfalls auch in einer Arbeitsgruppe (Seminar) an
den Aufbau solcher Pakete heranzugehen. Durch das solide Fundament von Abschnitt A
entgeht der Autor jenen Problemen, an denen so manches Werk zur Computergraphik
mangels geometrischen Bodens unter den FiiBlen leidet. Teil B stellt genau jenes ,missing
link* dar, das oft zwischen geometrischen Konzepten und einer leistungsfihigen Program-
miersprache fehlt.

Diese Buch ist deshalb besonders gelungen, weil ein fiir Computergraphik wichtiges
Gebiet der Mathematik in zielstrebiger, aber mathematisch und methodisch schliissiger
Form aufbereitet und dem an der Computergraphik Interessierten erschlossen wird. Dabei
wird die projektive Geometrie zweckméBigerweise auf den klassischen Fall eingeschrinkt,
der hier von Interesse ist. Da} fundierte geometrische Kenntnisse, wie sie in Abschnitt A
vermittelt werden, in der Praxis der Computergraphik von besonderer Wichtigkeit sind, das
zu beweisen gelingt dem Autor mit diesem Werk.

Das Buch kann interessierten Studenten ab dem ersten Studienabschnitt empfohlen
werden. Der Mathematiker, der Zugang zur Computergraphik sucht, wird dieses Buch mit
Gewinn lesen. Der an Computergraphik Interessierte, der nach einer festen geometrischen
Basis sucht, wird sie in diesem Werk auf dem Gebiet der projektiven Geometrie finden.

Graz J. Lang




SPRINGER-LERRBUCHER. DIE REINE LEHRE,

Insider -

Wissen worauf es ankommt:
Springer-Lehrbuch

K. Janich

Vektoranalysis

1992. Etwa 285 S. 110 Abb. Brosch.
DM 38,- ISBN 3-540-55530-7

Ch. Blatter

Analysis 2

3. Aufl. 1992. Etwa 420 S. 169 Abb.
Brosch. DM 38,- ISBN 3-540-55677-X.

W. Klingenberg

Lineare Algebra und
Geometrie

3. Aufl. 1992, Etwa 310 S. 35 Abb.
Brosch. DM 48,- ISBN 3-540-55673-7

M. Koecher

Lineare Algebra und Analytische
Geometrie

3. Aufl. 1992. Etwa 300 S. Brosch.
DM 48 - ISBN 3-540-55653-2

6. Himmerlin, K.H. Hoffmann

Numerische Mathematik

3. Aufl. 1992. Etwa 470 S. Brosch.
DM 42 - ISBN 3-540-55652-2

H.D. Ebbinghaus, H. Hermes,
F. Hirzebruch, M. Koecher,

K. Mainzer, J. Neukirch,

A. Prestel, R. Remmert (Hrsg.)

Zahlen

3., verb. Aufl. 1992. Etwa 350 S.
Brosch. DM 58,- ISBN 3-540-55654-0

d&p.30530/E/1



Essential Mathematics

Periodicals from Cambridge

The BULLETIN of the
London Mathematical
Society

Coverage extends across the whole of pure
mathematics together with some more ap-
plied areas of analysis and theoretical com-
puting, plusauthoritative surveys, research-
expository articlesand Book Reviews. Sub-
scriptions £122 for six issues. Volume 24 in
1992. ISSN 0024-6093.

The JOURNAL of the
London Mathematical
Society

Longer papers covering all areas of pure
mathematics are published, from number
theory to functional analysis, from logic
and topos theory to the topology of Lie
groups. Subscriptions £252 for six issues.
Volunes 45 ¢ 46 in 1992. ISSN 0024-
6107.

Combinatorics, Probability
& Computing

Edited by Béla Bollobis, this new journal
publishes new and important resules in
these three areas with minimal delay. Swb-
scriptions £80 for four issues. Volumne 1 in
1992. ISSN 0963-5483.

Ergodic Theory and
Dynamical Systems
Providesafocus for this rapidly developing
area of mathematics. Subscriptions £164
Jor four issues. Volume 12 in 1992, ISSN
0143-3857.

Mathematical Structures in

Computer Science

MSCS is a new journal which focuses on
theapplication of ideas form the structural
side of mathematicsand machematical logic
to computer science. Subscriptions £95 for
Sour issues. Voluine 2 in 1992. ISSN 0960-
1295.

European Journal of
Applied Mathematics

An outstanding new journal for original
work in areas of mathemarics in which an
understanding of the application requires
the use of new and interesting mathemati-
cal ideas. Subscriptions £90 (reduced rates
available for individual members of certain
Societies) for four issues. Volume 3 in 1992.
ISSN 0956-7925.

Mathematical Proceedings
of the Cambridge
Philosophical Society

One of the few high-quality journals pub-
lishing original research papers that cover
the whole range of pure and applied math-
ematics, theoretical physics and statistics.
Subscriptions £156 for six issues. Volumes
111-112 in 1992. ISSN 0305-0041.

Probability in the
Engineering and
Informational Sciences

Of relevance to a wide range of disciplines,
PEIS focuses of stochastic modelling in the
physical and engincering sciences, with
particular emphasis on queucing theory,
reliability theory, probabilistic networks
and graphs. Subscriptions £143 (institu-
tional)/£49 (individual) for four issues. Vol-
umne 6 in 1992. ISSN 0269-9648.

Send for further information and free sam-
ple copies to Journals Marketing Dept.,
Cambridge University Press, The Edin-
burgh Building, Cambridge cB2 2ru, UK,
or FAX +44 (0)223 315052, EMAIL
pabcl@uk.ac.cam.phx

o
257

CAMBRIDGE

UNIVERSITY PRESS




Walter de Gruyter

Berlin - New York

New Series

de Gruyter Series in Nonlinear Analysis and
Applications

Editors: A. Bensoussan, Paris; R. Conti, Florence; A. Friedman, Minneapolis; K.-H. Hoffmann, Munich;
M. A. Krasnoselskii, Moscow; L. Nirenberg, New York
Managing Editors: J. Appell, Wiirzburg; V. Lakshmikantham, Melbourne, USA

This series consists of monographs which cover the whole spectrum of current nonlinear analysis and appli-
cations in various fields, such as optimization, control theory, systems theory, mechanics, engineering, and
other sciences. One of its main objectives is to make available to the professional community expositions of
results and foundations of methods that play an important role in both the theory and applications of non-
linear analysis. Contributions which are on the borderline of nonlinear analysis and related fields and which
stimulate further research at the crossroads of these areas are particularly welcome.

The publications in this series are intended to be self-contained and comprehensive. They should prove of
value not only to the specialist but may also serve as a guide for advanced lectures and seminars.

Klaus Deimling, University of Paderborn, Germany Volume 1

Multivalued Differential Equations

1992. X11, 260 pages,17x24 cm. ISBN 3-11-013212-5
USA, Canada, Mexiko - Cloth US $ 59.00 - All other Countries - Cloth DM 128,-

Contents:

Chapter 1. Multis - § 1 Upper Semicontinuity: Some Basic Notation - Upper Semicontinuity - Properties of Usc
Multis - Other Tests for Usc - Remarks - § 2 Lower Semicontinuity: Lower Semicontinuity - Continuous Selec-
tions- Continuity - Locally Lipschitz Approximations of Usc Multis - Remarks - § 3 Measurability: Measurable
Multis - Measurable Selections - Approximation by Step-Multis - Some Consequences - Multis of Two Vari-
ables- Remarks - § 4 Mishmash: Tangency Conditions - Bochner Integrals - Monotone Multis - Accretive Mul-
tis - Some Basic Facts about Banach Spaces - Remarks.

Chapter 2. Existence Theory in Finite Dimensions - § 5 Upper Semicontinuous Right-Hand Sides: The Usc
Case - Counter-Examples - The Carathéodory Case - Some Consequences - Remarks - § 6 Lower Semicon-
tinuous Right-Hand Sides: The Lsc Case - The Carathéodory Case - Some Consequences - Remarks.

Chapter 3.Solution Sets - § 7 Topological Properties of Solution Sets: Elementary Properties - Invariance - Con-
nectedness in the Usc Case - Connectedness in the Lsc Case - Funnels - Remarks - § 8 Comparison of Solu-
tions: Preliminaries - Extremal Solutions I - Extremal Solutions II - Related Problems - Gronwall’s Lemma -
Convexification - Remarks.

Chapter 4. Existence Theory in Infinite Dimensions - § 9 Compactness Conditions: Two Examples - Measures
of Noncompactness - The Usc Case - The Lsc Case - Remarks - § 10 Noncompactness Conditions: Baire Cate-
gory - Extreme Points - Proof of Theorem 10.1 - Lipschitz Conditions - Monotonicity - Hyperaccretivity -
Remarks.

Chapter 5. Fixed Points and Qualitative Theory - § 11 Fixed Points: Some (Geo-)metric Results - Weakly Inward
Maps - Set-Contractions - Degree Theory - An Example - Remarks - § 12 Boundary Value Problems: A Compar-
ison Result - Sturm/Liouville Problems - Solutions in Closed Sets - Remarks - § 13 Periodic Solutions: Reduc-
tion to the Regular Case - Another Fixed Point Problem - Examples - Remarks - § 14 Stability and Asymptotic
Behavior: Stability - Stability Tests - Asymptotic Behavior - Perturbations - Remarks.

Appendix. Related Topics - Discontinuous Differential Equations - Implicit Differential Equations - Function-
al Differential Equations - Perturbations of Dissipative Right-Hand Sides.




Walter de Gruyter

Berlin - New York

New Series

Ohio State University

Mathematical Research Institute Topology ’90

. State University
mmmwmwmmnbuuml

Publications

Edltedby
Editors: g e
Gregory R. Baker, Walter D. Neumann, Karl Rubin g g’;m;‘gm ;
Columbus, Ohio, USA -

This series is devoted to the publication of research

monographs, lecture notes, proceedings, and other

mathematical works arising from activities of the . WG’W

International Mathematical Research Institute at Ohio f

State University. The IMRI was founded in 1989 to support a program of visiting research
scholars in mathematics at Ohio State and to run Workshops and Special Emphasis
Programs on topics of particular importance and timeliness. The Research Semester on Low
Dimensional Topology was the first major program of the Institute. In the meantime other
programs have been organized and corresponding publications are in preparation.

Volume 1: Topology 90

Proceedings of the Research Semester in Low Dimensional Topology at Ohio State
University

Editors: Boris Apanasov, Walter D. Neumann, Alan W. Reid, Laurent Siebenmann

1992. X11, 457 pages. 17x24 cm. USA, Canada, Mexico. Cloth US$ 54.95
All other countries: Cloth DM 134 - ISBN 3-11-012598-6

This volume consists of contributions from participants in a Research Semester in Low
Dimensional Topology which took place under the auspices of the International
Mathematical Research Institute at Ohio State University from February through June
1990. The main topics of this volume include: the geometry and topology of 3-manifolds,
with particular emphasis on hyperbolic 3-manifolds and their interactions with number
theory; the “new” invariants of 3-manifolds related to quantum field theory; plane algebraic
curves.

Volume 2: The Arithmetic of Function Fields

Proceedings of the workshop at Ohio State University, June 17-26, 1991
Editors: David Goss, David Hayes, Michael Rosen

1992. Approx. 500 pages. 17 x 24 cm. Cloth. ISBN 3-11-013171-4




