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Knoten, Spin Modelle und Graphen
M. Aigner, Berlin, J. J. Seidel, Eindhoven

1 Einleitung

Die Theorie der Knoten und Verschlingungen war iiber die letzten 100
Jahre eine Inspiration fiir die algebraische Topologie und Geometrie, und
umgekehrt haben die Methoden der Topologie bedeutende Fortschritte zum
Verstindnis der Knoten erbracht. Das Hauptproblem war und ist, Bedingungen zu
finden, wann zwei Knoten dquivalent oder nichtidquivalent sind, und insbesondere,
wann ein Knoten ,.entknotet” werden kann. Die algebraische Topologie hat dazu
mehrere Invarianten geliefert, aber in den letzten 10 Jahren wurden, beginnend mit
den Arbeiten von Jones, vollig neue Methoden entdeckt, welche nicht nur
auflerordentlich effektiv sind, sondern auch unerwartete Verbindungen zu ganz
anderen Gebieten aufgezeigt haben. Die urspriingliche Definition des Jones
Polynoms erfolgte mit Hilfe von Operator Algebren und ihren Spurfunktionen.
Spéater wurde von Kauffman eine induktive Definition gegeben, welche einen
ungewohnlich einfachen Zugang zum Jones Polynom erlaubt. Parallel dazu wurde
in mehreren Arbeiten auf die Verbindung zu Modellen der Statistischen Mechanik
hingewiesen - und dies ist unser Ausgangspunkt. Ziel dieser Arbeit ist es, dem
Leser aufzuzeigen, wie das Knotenproblem via Spin Modelle in natiirlicher, wenn
auch vielleicht unerwarteter Weise zu einigen der berithmtesten (offenen) Proble-
men der Kombinatorik fiihrt.

2 Knoten

Eine Verschlingung L mit ¢(L) Komponenten besteht aus c¢(L) disjunkten
einfachen geschlossenen Kurven in IR?. Ein Knoten ist eine Verschlingung mit einer
Komponente. Zwei Verschlingungen L und L’ sind dquivalent, in Zeichen L=L’,
falls L durch eine bijektive stetige Deformation in L’ iibergefiihrt werden kann. Die
natiirlichste Art, eine Verschlingung darzustellen, erfolgt mit Hilfe eines Diagram-
mes D(L), das durch Parallelprojektion von L auf eine Ebene erhalten wird. Dabei
nehmen wir an, daB sich in einem beliebigen Punkt der Bildebene hdchstens zwei
Bildkurven kreuzen. In jedem Kreuzungspunkt von D(L) wird spezifiziert, welche
Kurve oben und welche unten verlauft (Figur 1).

Wir beschrinken uns, ohne dies noch weiter zu erwiahnen, auf zahme
Verschlingungen (siehe [6, 11]).
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Das klassische Ergebnis der kombinatorischen Knotentheorie (und unser
Ausgangspunkt) ist der Satz von Reidemeister, der die Aquivalenz von Verschlin-
gungen auf drei lokale Operationen, die sogenannten Reidemeister Bewegungen
zuriickfiihrt.

Fig. 1

Theorem A [42]). Zwei Diagramme D und D' reprdsentieren genau dann
dquivalente Verschlingungen, wenn D durch eine endliche Folge von lokalen
Bewegungen der folgenden Typen in D’ iibergefiihrt werden kann:

0 Q= 1= 0Q

D"

D’ D
o § — )( -—2Q
s S = XK

Fig.2

Ein Knoten, der ein Diagramm O besitzt, heilt die Schleife L,. Das
Hauptproblem der Knotentheorie lautet nun: Gegeben zwei Verschlingungen L
und L', entscheide, ob L und L’ dquivalent sind oder nicht. Als Spezialfall ergibt
sich: Wann gilt L=L,?, das heifit, wann kann L ,entknotet” werden ? [6, 11].

Eine Invariante I ist eine Abbildung 7: L —I(L), so dal L=L’ impliziert
I(L)=I(L"). Eine Reihe von Invarianten sind aus der algebraischen Topologie
bekannt (Fundamentalgruppe, Zopfgruppe, Alexander Polynom [6, 11]), mit
deren Hilfe als erstes Beispiel gezeigt wurde, daBl das Kleeblatt nicht entknotet
werden kann (Tietze 1910) (Fig. 3).

Aus dem Satz von Reidemeister folgt, dal I eine Invariante ist, falls 7
invariant in bezug auf die Reidemeister Bewegungen bleibt.
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Fig.3

3 Spin Modelle

Betrachten wir wieder das Diagramm D einer Verschlingung. Wir fassen
D als ebenen Graph auf mit den Uberkreuzungspunkten als Ecken und firben
die Lander der so entstehenden ebenen Landkarte mit den Farben schwarz
und weil, so da Léander mit einer gemeinsamen Kante verschiedene Farben
erhalten. Das duflere Gebiet soll dabei weill gefirbt werden. Ein bekannter
Satz der Graphentheorie besagt, dal solch eine 2-Firbung der Linder genau
dann moglich ist, wenn alle Ecken geraden Grad haben (siche z.B. [1]). In
unserem Fall haben alle Ecken Grad 4, also ist eine 2-Farbung méglich. Die
Féarbungen der Diagramme aus Figur 1 und 3 sehen beispielsweise folgender-
maflen aus:

Fig. 4

Mittels des gefarbten Diagrammes D konstruieren wir nun einen signierten
(Multi-) Graphen G auf folgende Weise: Die Ecken von G sind die schwarzen
Lander, und zwei Ecken sind genau dann benachbart, wenn sie einen Uberkreu-
zungspunkt gemeinsam haben. Schlielich erteilen wir den Kanten ein Vorzeichen
nach folgender Regel:

) & 4

Fig.5
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Fiir unsere Beispiele aus Figur 4 erhalten wir somit folgende Graphen:

/

7

-

+

[ ]
Fig.6

Der signierte Graph des Kleeblattes weist also nur das Vorzeichen + auf. Ist
G zusammenhédngend, so siecht man leicht, dal G genau dann konstantes
Vorzeichen hat, wenn das Diagramm alternierend ist, das heiBt die Uberkreuzun-
gen wechseln zwischen oben und unten, wenn wir die Verschlingung durchlaufen.
Eine Verschlingung L heift alternierend, falls L ein alternierendes Diagramm
besitzt. Einige der berithmtesten Vermutungen der Knotentheorie betreffen
alternierende Verschlingungen, die zum Teil durch die Polynominvarianten, die
wir besprechen werden, verifiziert werden konnten [30, 36, 40, 46, 49].

Der letzte Schritt zu einer Invariante besteht in der Zuordnung von
sogenannten Boltzmann Gewichten zu den Kanten, welche die Reidemeister
Bewegungen widerspiegeln. Eine Reihe solcher Modelle, inspiriert aus der
Statistischen Mechanik, wurden als Invarianten ausgewiesen [3, 28, 31, 37,47]. Wir
behandeln im folgenden das von Jones [28] eingefiihrte Spin Modell.

Definition. Sei X={e, f,7, ...} eine n-Menge, n > 2. Ein Spin Modell (iiber X)
besteht aus einem Paar kommutativer Abbildungen W., W_: X X X — €, welche die
folgenden Gleichungen (A), (B), (C) erfiillen. Wir fassen W,=[w.(a,p)],
W_=[w_(a, §)] als n X n-Matrizen indiziert durch X auf. Dann existiert de C, so
daB fiir alle a, §, y e X gilt:

A w.(a Hw_(a B)=1
2 _
® 3 weowEhn-{o

fx a+f

©) D wila, Ow.(B, Ow-(3, &) = dw.(a, Hyw_(a, Y)w-(B, ).

teX
Aus (A), (B), (C) folgt unmittelbar fiir alle a, §, ye X:

(D)  Es existiert ae € mit w,(a, @)=a, w_(a, a)=a"!

B 3 wi@d=dat, S w(a&)=da

feX feX
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(F) n=d*
©€) > w(a,Ow (B, Ow.(y, &) = dw_(a, pyw.(a, )w.(B, 7).
feX

Die Matrizen W, , W_haben also konstante Hauptdiagonale und konstante
Zeilen- und Spaltensummen. Die Zahlen de {\/_ , — \/;} und a heien die Loop-
Variable bzw. der Modulus des Spin Modelles. Aus (A) - (C’) folgt, daB die
Bedingungen véllig symmetrisch fiir W, und W_ sind.

Sei nun ein signierter Graph G mit Eckenmenge ¥ und Kantenmenge E,
und ein Spin Modell M=(W,, W_) auf X gegeben. Ein Status von G ist eine
Zuordnung o: ¥ — X, wobei alle Abbildungen X" zugelassen sind. Wir schreiben
kurz X=X fiir die Statusmenge.

Definition. Sei der signierte Graph G und das Spin Modell M=(W., W_)
gegeben, dann ist die Partitionsfunktion ZM erklirt durch

ZM=g-m 2 H w.(ou, ov),

ceX wveE

wobei w, (ou, ov) bzw. w_(ou, ov) je nach dem Vorzeichen der Kante uv genommen
wird. Ist | V| =1 (Schleife), so setzen wir [I1=1. Besteht G aus mehreren Kom-

m
ponenten Gy,..., Gn, so gilt zZ¥= H Zg
i=1

Theorem B [28]. Die Partitionsfunktion ZM ist invariant unter den Reidemei-
ster Bewegungen (1) und (I1I), und fiir die Bewegung (1) gilt: ZM=a1Z¥%,
ZAGJ~=aZIg, wobei G', G, G” zu den Diagrammen D', D, D" in Theorem A
korrespondieren.

Betrachten wir als Beispiel Bewegung (II), wobei es aus Symmetriegriinden
geniigt, die Behauptung fiir die linke Aquivalenz in (II) zu zeigen. Je nach der
Farbung der Linder ergeben sich zwei Moglichkeiten:

Falla.
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Sei E’=E minus die beiden Kanten uv. Dann gilt nach (A)

Z¥ =gV z w,(ou, av)w_(ou, ov) H w.(ox, ay)
oex E

=a" Y ] wlox, 0y) =28

ceX E

Fallb.

Fig.8

Sei E’=E\ {uw, vw}, dann gilt
zZ¥ =g z w. (ou, ow)w_(ow, ov) H w.(ox, ay)
cel E

Betrachten wir eine feste Zuordnung o: V'\ {w} — X mit u=a, cv=4, so
folgt aus (B)

2 w. (e, ow)w(ow, f) =

gel

>  a=p

0 a*f’

also Z¥ =g 1"+ > ] welox, o) = Z¢.
oer E

da G’ zwei Ecken weniger als G hat.
Ganz analog verifiziert man die anderen Fille.

Bemerkung. Fiir die Schleife haben wir | V| =1, und es folgt aus (F)
zg=d"' >y 1=d

ogelX
Durch Ubergang zu orientierten Verschlingungen und geeignete Normali-
sierung kann der Faktor a bzw. ¢! entfernt werden (siehe dazu Abschnitt 5). Wir
sehen also, da} jedes Spin Modell eine Invariante liefert, so daB sich das folgende
Problem ergibt: Klassifiziere die Spin Modelle oder finde zumindest Beispiele.
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4 Matrix Gleichungen und die Yang-Baxter Relationen

Sei (W,, W_) ein Spin Modell iiber X. Im folgenden bezeichne I die
Einheitsmatrix und J die Matrix bestehend aus lauter Einsen. Mit 4B bezeichnen
wir das iibliche Matrizenprodukt und mit 4 o B das elementweise Produkt. Die
Bedingungen (A), (B), (D), (E) und (F) lauten in Matrizenschreibweise:

0)) W.oW_=J
@) W.W_=nl
?3) W,ol=al, W_ol=qa"'l
©)] W.J=JW,=da'J, W_J=JW_=dal.
Studieren wir nun die Gleichung (C). Es sei Y3,(&)=w.(f, &)w_(y, &) und
Y, = Y3,(£) e €. Gleichung (C) besagt

> wile, OYp(8) = dw (B, 1) Ypy(a) (aeX)
¢

oder in Matrixform
5) W.Yg,=dw_(B,y)Ys, firalle p,yeX.
Wir schlieen also (aus Symmetriegriinden analog fiir W_):

Lemma 1. Seien Spec W, , Spec W_ die Spekira (ohne Vielfachheiten), dann
gilt
6) Spec W, o {dw_(a,B): a, B e X}

Spec W_o {dw.(a,p): a, fe X}
Insbesondere konnen W, und W_ hichstens n verschiedene Eintrige haben.

Es sei T=C(X®X) der Tensorraum erzeugt von den Paaren (a, f) e X2
Wir betrachten die beiden linearen Abbildungen R., R_: T~ T definiert durch

R:a®f~ S w.(a,&(E® )
¢

R :a®p—dw (a,f)(a®Pp).

Aus (C)folgt unmittelbar, da R,, R_ die sogenannte Yang-Baxter Relation
erfiillen [28, 47].

Satz 1. Es gilt R.R_ R,=R_R.R_; R, und R_ sind dhnlich und haben daher
gleiches Spektrum {dw_(a, f): a, B € X} mit Vielfachheiten.

Aus (6) und der Definition von R,, R_ folgt daraus:

Folgerung 1. Es gilt Spec W.={dw _(a, f):a, fe X}, Spec W_={dw.(a,
B):a, Be X}. Ein Eigenwert ) € Spec R, hat genau die n-fache Vielfachheit wie in W,
analog fiir W_. Insbesondere ist die Anzahl der Stellen in W. oder W_, in denen eine
feste Zahl erscheint, stets ein Vielfaches von n.
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Fassen wir zusammen: Sei (W., W_) ein Spin Modell. Angenommen, W,
hat auller @ noch m verschiedene Eintrige ¢,,...,t,. Wir definieren A4; als nXn-
Matrix mit 1 an den Stellen, wo #; in W, erscheint, und 0 sonst. Die 4,’s sind also
symmetrische 0,1-Matrizen, fir die gilt:

N J=I+A4,+...+ A,

®) W.=al+ A+ ... + t,A,

9) W_=a'I+t7'4,+... + t;' 4,

(10) Spec W, ={da™', dt7!, ..., dt;'}, Spec W_={da, dt,, ..., dt,}.

Wir fassen nun die A4;s als Adjazenzmatrizen von Graphen G; mit
Eckenmenge X auf. Sei K, der vollstindige Graph auf X, dann nennen wir eine
kantendisjunkte Zerlegung K,=G,+...+ G,, wieder ein Spin Modell, falls die
Matrizen W, , W_ definiert gemiB (8), (9) die Gleichungen (A), (B), (C) fiir gewisse
a, ... tm, de{\/r;, — \/r_z}, alle ¢; verschieden, erfiillen.

Es stellen sich also die beiden Fragen:

I. Welche Zerlegungen K, = G, +...+ G, sind Spin Modelle?
II. Wie sieht die Lésungsmenge (@, t1,...,!,) aus?

Wir werden dies anschlieend fiir m = 1 beantworten und dann in den fol-
genden Abschnitten fiir m = 2. Dabei wird sich herausstellen, daB die Spin Modelle
fiir m=1 genau dem Jones Polynom entsprechen, und fiir m =2 dem Kauffman
Polynom. Fiir beliebiges m ist das Problem eng mit der Bose-Mesner Algebra eines
formal selbstdualen Assoziationsschemas verkniipft (sieche dazu [2, 7, 22, 26, 41]).

5 Spin Modelle fiir 72 =1 und das Jones Polynom

Fiir m=1 sind alle Elemente von W, abseits der Hauptdiagonale gleich
einem festen Element ¢, und daher der Graph G =K,,. Der folgende Satz, der sofort
aus (7), (8), (9) und den Gleichungen (A), (B), (C) gewonnen werden kann, 16st die
Probleme I und II.

Satz 2. K, ist Spin Modell, und die Matrizen W,=al+t(J-1I),
W_=a I+t (J~1I) erfiillen die Gleichungen (A), (B), (C) fiir d € {\/n, — \/n}

genau dann, wenn

a) 2+t72=—-d
b) a=—1"3
gilt.
Beispiel. Betrachten wir n=4, d=—2, dann ist a=—1, =1 Losung, und
daher
-1 1
1 -1 1
We=Ww-=1 1 1
1 1 1 -1

Spin Modell.
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Sei M=(W,, W_) ein Spin Modell mit Parametern a, ¢t gemif Satz 2. Wir
wollen uns iiberlegen, daB die zugeordnete Partitionsfunktion ZM (bis auf einen
Faktor d~!) genau das Kauffmansche Klammerpolynom ergibt (siehe z. B. [31, 32,
36)).

Das Klammerpolynom (L) einer Verschlingung L ist ein Laurent Polynom in
der Variablen 4, induktiv definiert durch die folgenden Regeln:

@@ (©=1
(b) (LuO)=—(4>+A47)L)
© (X)=4X)+47'00).

Dabei bedeutet L O die Verschlingung bestehend aus L und einer dazu
disjunkten Schleife. Regel (c) besagt, daB wir eine Uberkreuzung auflésen,
indem wir entlang der unteren Kurve einmal nach rechts gehen (Faktor 4) und
einmal nach links (Faktor 47!). Man beachte, daB die Orientierung keine Rolle
spielt.

Wir zeigen nun, daB die Partitionsfunktion Z¥ genau dieselben Rekur-
sionen (b) und (c) fiir t=A4""! erfiillt. Fiir (b) ist dies wegen ZM(O)=d

=—(t?+1t72) klar. Betrachten wir (c). Wir haben zwei (symmetrische) Fille je
nach der Farbung. Sei

A\

N
\\§\
QNN
Nl
N <
\\\\\

SN
c
W
N <

2

G G’

G"

Fig.9

Essei E’=FE\ {uv} und 2y bzw. X, die Menge der o: ¥V — X mit cu=ov bzw.
ou+ov. Mit der Kurzschreibweise IT, = H w.(ox, oy) erhalten wir
g

zg=d [a > M+t 17,,]

cely ogel)
zg=a"' S,
O'EZ()
Z%:d"'”[ > I+ Y n,,J.
ogely ogel)

Nun gilt laut Satz 2
t'd+t=—t'2+t ) +t=-1t3=aq,

und es folgt Z¢ =1t 'Z¥ +1Z¥., also (LY=d 'Z¥.
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Die Paritionsfunktion fiir m =1 ergibt daher (bis auf den Faktor d~!) fiir
jedes ¢ eine Auswertung des Klammerpolynoms. Geben wir nun L eine Orientie-
rung. Wir bezeichnen die Uberkreuzungen als positiv bzw. negativ wie in Figur 10.

N /
AN /

+ -
Fig. 10

Die Verwindungszahl w(L) ist die algebraische Summe der Uberkreuzun-
gen, indem wir + 1 fiir eine positive Uberkreuzung zihlen, und — 1 fiir eine negative.
Das Polynom (—A4)**@)(L) ist nun auch invariant beziiglich der Reidemeister
Bewegung (I). Durch die Substitution A = t~/4 erhalt man das urspriingliche Jones
Polynom V(L) (siehe z. B. [8, 15, 27, 29, 34, 35]). Zum Beispiel erhalten wir fiir das
Kleeblatt L die Partitionsfunktion Z¥(r)=—1"+1+¢3++7 und daraus
(Ly=—A%—A73+A47" bzw. das Jones Polynom V(¢t)=1+1> —t*.

Ubersetzen wir die Rekursion (c) in Graphen, so haben wir

(8 ——0)=A(® )47 (o o)

u v uv u v
und (c) ist ein Spezialfall der contraction/deletion Definition des Tutte Polynoms
eines Graphen. Partitionsfunktion, Klammerpolynom und Jones Polynom kén-
nen also durch das Tutte Polynom ausgedriickt werden [10, 24, 25, 46, 48, 49].

6 Spin Modelle fiir m =2, stark regulire Graphen
und das Kauffman Polynom

Nehmen wir nun an, W, hat auBler a zwei verschiedene Eintrige #;, #,. Mit
A=A, A,=B haben wir dann

(11) J=I+A4A+B
(12) W,=al+ tjA + t,B
(13) W_=a'I+1t7'4A+1t3'B.

A und Bsind also die Adjazenzmatrizen von zwei komplementiren Graphen G und
G, wobei wegen ¢, # t,, G weder der vollstindige Graph K, noch der leere Graph K,
ist.

Wir wollen nun die Struktur von G studieren. Aus Bedingung (E) und ¢, # 1,
folgt sofort

Lemma 2. G und G sind reguldre Graphen auf X.

Sei G k-regulir, und somit G /-reguldr mit /=n— 1 — k. Fiir die Matrizen 4,
B heil}t dies

AT =JA=kJ, BJ=JB=1J.
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A und B sind also jeweils mit J vertauschbar, und daher auch 4 mit B=J 71— A4.
Alle Matrizen besitzen daher eine gemeinsame Eigenbasis, und es folgt

(14) Spec W, =al +t, Spec A + t, Spec B
(15) Spec W_=a"'I+ ;! Spec A +t;' Spec B.

Da |Spec W.|<3 ist nach Folgerung 1, erhalten wir |SpecA|<3,
|Spec B| < 3, und somit

Lemma 3. G und G sind regulir mit hichstens drei verschiedenen Eigenwer-
ten.

Die Klasse der Graphen aus Lemma 3 ist wohlbekannt - es sind die stark
reguldren Graphen (siche z. B. [9, 12, 16, 44]).

Definition. Ein Graph G heilt stark reguldr mit Parametern (k, A, u), falls
a) G k-regulir ist,
b) jedes Paar benachbarter Ecken genau A gemeinsame Nachbarn hat,
c) jedes Paar nichtbenachbarter Ecken genau u gemeinsame Nachbarn hat.

Satz 3. Ein regulirer Graph G ist genau dann stark reguldr, wenn G hichstens
drei verschiedene Eigenwerte besitzt.

Es sei von nun an G ein stark regulirer Graph auf n Ecken mit
Adjazenzmatrix 4 und Parametern (k, 4, 4). Da A1 =k1ist (1 = Vektor aus Einsen),
so ist k Eigenwert, und die beiden anderen Eigenwerte werden iiblicherweise mit r
und s bezeichnet. Man sieht sofort, dal der komplementire Graph G ebenfalls
stark reguldr ist mit Parametern /=n—1—k, A=n—2 -2k +u, i=n—2k+ A und
Eigenwerten /, —r—-1, —s—1,.

Beispiele. In den Spektren der Graphen sind bei den Eigenwerten im
Exponenten die jeweiligen Vielfachheiten angegeben.

Cy Cs Petersen Graph
k=2,2=0,u=2 k=2,1=0,u=1 k=3,A=0,u=1
Spec={2', 0%, (-2)"} Spec={2, (—7)%, (r — 1)*} Spec={3!, I°, (-2)*}

mit 7=

1+\/5_
2

Fig. 11




86 M. Aigner und J. J. Seidel

Von zwei komplementédren Graphen ist stets einer zusammenhéngend, wir
konnen also G als zusammenhingend voraussetzen. In diesem Fall ist k einfacher
Eigenwert mit |r|, |s| <k nach dem Satz von Perron-Frobenius [9]. Fiir die
Vielfachheiten f, g der Eigenwerte 7 und s gilt demnach f+g=n—1 wegen Spur
A=0. Der folgende Satz fafit die wichtigsten Eigenschaften stark reguldrer
Graphen zusammen (siehe [5, 9, 12, 13, 44]).

Satz 4. Sei G ein zusammenhdingender stark regulirer Graph +K, mit
Parametern (k, A, u) und Spec A={k', r/, 58}, das heift f, g sind die Vielfachheiten
von r, s. Dann gilt:

(15)  DieEigenwerter, s sind verschieden undr, s sind die Nullstellen der Gleichung
X2 = (A —p)x+u—-k)=0,

k—r)k—ys)

n

(16) A=k+r+s+rs,u=k+rs=

-sn-1)-k  r(n-1+k
r—s & r-s

an f=

(18)  rs<O0undrs=0 genau fiir die multipartiten GraphenK,, ., n=mt,m>2,
t>2, mit Spec A={m(t—1)}, 0", (-=m)' "'},

(19)  (r —s)’fg = nkl.

(20)  Die Eigenwerte r,s sind in Z, aufler wenn f=g= " ist. In diesem Fall

—1++v/n

gitn=4u+1,k=2u,A=p—1, r,s=-——5—. Ist umgekehrt n=4u+1,

n—1
2
(21)  Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:
i) n=(r—s)2
) u=s(s+1) oder pu=r(r+1)
i) f=k,g=1 oder f=1g=k.

k=2u, so folgt f=g =

Beispiel. Die Ausnahmegraphen G mit n=4u+1, k=I=f=g= n—l

2 ’
—li\/r_l

A=u—1,r,s= — heiBBen Konferenzgraphen (so genannt wegen ihrer An-

wendung fiir Konferenzschaltungen). Sie sind zusammenhéngend, und auch das
Komplement ist Konferenzgraph mit denselben Parametern. Das kleinste Beispiel
ist Cs mit g =1. Fiir #=2 erhalten wir einen eindeutigen Konferenzgraphen mit
n=9,k=4,1=1, u=2, {r,s}={1,—2}. Dieser Graph kann als Gittergraph L,(3)
realisiert werden (Fig. 12).

Die Ecken sind die 9 Felder des Gitters, und zwei Felder sind benachbart,
wenn sie in derselben Zeile oder Spalte liegen. Man beachte, daf} die Eigenwerte
von L,(3) ganzzahlig sind. Auf die analog definierten Gittergraphen L,(n) im n X n-
Gitter werden wir in Abschnitt 8 zuriickkommen. Eine notwendige Bedingung fiir
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Fig. 12

Konferenzgraphen ist, dal # Summe von zwei Quadraten ganzer Zahlenist[13, 16,
17, 44].

Kehren wir zu unserem Hauptproblem zuriick: Welche Graphen G ergeben
ein Spin Modell fiir m = 2? Unsere Analyse hat bis jetzt ergeben, daB G stark regulir
sein mufl. Wegen J=1+ 4+ B und SpecJ={n', 0"~ !} wissen wir

Spec 4 = {k!, r/, 54}, Spec B={I', (-r — 1)/, (—=s — 1)8},
und es folgt aus (14)
Spec W, ={(a + 1k + t,])!, (a + tyr — t(r + 1))/, (@ + t;5 — t,(s + 1))%}.
Nach Satz 1 und Folgerung 1 gilt
Spec R, ={(a + hk + t,1)", (a+ tir —t(r + 1), (a + t;5 — to(s + 1))"8}.
Spec R, = {(da=")", (dt7H)*", (dt;1)"},

und es folgt ohne Beschriankung der Allgemeinheit (Vertauschung von r und s)
mit (21)

22) a+thr—t(r+ 1) =diy!
23) a+ts—t(s+1)=dt;!
(24) n=(@r-9Lu=s@s+1),f=k,g=1
Durch die Symmetrie von + und — ergibt sich analog
(25) al'+'r—t3Y(r+ ) =dy
(26) al'+tils— 55+ 1) =db,.
In Zusammenfassung erhalten wir aus (16):

Folgerung 2. Ist G Spin Modell, so gilt:
R n=@-9) k=s2+5—rs,A=52+2s+r,u=s2+s.

Beispielsweise scheidet der Petersen Graph als Spin Modell aus, da die
Bedingung n=(r — 5)? verletzt ist (Figur 11). Ferner kann K,, .. nur Spin Modell
sein fiir n=m?.

Aus (22)-(26) wollen wir nun Bedingungen fiir die moglichen Losungen
(71, 12, a) ableiten. Wegen d>=n=(r —s)ist d=¢(r — s) mit ¢ € {1, — 1}. Subtrahieren
wir (23) von (22), so ergibt sich #,1,=—¢. Wir setzen nun t;=1, t,=—¢t"!. Die
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Gleichungen (22), (25) nehmen dann die Form an:

28) a=-tr—etl(s+1), al=—tr—et(s+1),
und Multiplikation ergibt

29 rP+E+ 1) +e(+t Drs+ 1) =1

Ist r(s+1)=0, so haben wir r=0, s=—2 oder r=1, s=—1. Im ersten Fall
erhalten wir G=C, aus (27). Im zweiten Fall ist G nicht zusammenhéngend.
Insbesondere folgt aus (18), daB K, .., n=m?, kein Spin Modell ist fiir m > 2.

Sei also r(s+ 1)+ 0, dann erhalten wir im allgemeinen vier Losungen fiir ¢
und daraus korrespondierende Lésungen fiir  aus (28). Mit ¢ ist offenbar +7, +¢~!
Losung von (29), und mit a ist +a, +a~! Lésung. Dabei entspricht ¢ = ¢! ersichtlich
der Vertauschung W, « W_. Ist schlieBlich (¢, @) Losung fiir d, so ist (it, ia) Lésung
fiir —d (i=+/—1). Wir haben also mit einer Losung (z,a) alle Losungen fiir +d
bestimmt, und kénnen daher ohne Beschriankung der Allgemeinheit e=—1, also
d=s—r annehmen. Unsere Gleichungen lauten nun:

(B0) P+ 12—+t )ris+ 1) =1
3Bl a=-tr+tl(s+1), al=—tlr+t(s+1)

mitd=s—r, t;=t,t,=t".
Insbesondere folgt

32) a+al=@+tHd+1).

Durch Betrachtung der Spektralzerlegung von 4 hat Jaeger aus (30), (31) die Spin
Modelle unter den stark reguldren Graphen auf elegante Weise charakterisiert.

Definition. Sei G ein Graph auf X. N(e)={feX:afeFE} heilit die
Nachbarschaft von a. Die Residuen G(a) bzw. G’(@) sind die beiden Untergraphen,
induziert auf N(a) bzw. N'(a)=X\ (N(a) v a). G heildt lokal stark regulir, falls
G(a) und G'(a) stark regulir sind fiir alle @ € X.

Satz 5 [26]. Ein Graph G #K,,, K, ist genau dann Spin Modell fiir m =2, wenn

a) G stark reguldr ist
b) G lokal stark reguldr ist
c) n=(r—ys)?gilt.

Bemerkung. Ein lokal stark reguliarer Graph braucht nicht stark regulir zu
sein, z. B. G =K, , fiir m # n. Ein stark reguldrer, lokal stark reguldrer Graph muf}
nicht n = (r — 5)? erfiillen. Ein Beispiel ist der Schldfli Graph mit Parametern n =27,
k=16, A=10, u=8 und Eigenwerten {r, s}={4, —2}. Der Schlifli Graph kann im
Wurzelgitter Eg realisiert werden. Betrachten wir den Graph auf den 240 Wurzeln
mit Wurzeln u, v benachbart, wenn das innere Produkt « - v = 1 ist, so ist der Schléfli
Graph der Untergraph induziert von den 27 gemeinsamen Nachbarn zweier
benachbarter Wurzeln [9].

Analog zum vorigen Abschnitt zeigen wir nun, daf die Partitionsfunktion
ZM eines Spin Modells mit m=2 zum Kauffman Polynom in zwei Variablen
korrespondiert [32, 33, 35]:
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Das Kauffman Polynom A(L) ist ein Laurent Polynom in zwei Variablen a
und x, induktiv definiert durch die folgenden Regeln:

@@ 4(0)=1
()  A(Q)=a"'4(), A(R) =aa()
©  ACK)+ A =x[40) () + A(X)].

Die Regeln (b) und (c) beziehen sich also wieder auf die lokale Struktur in
einem Uberkreuzungspunkt. Betrachten wir nun die Partitionsfunktion Z , wobei
M ein Spin Modell ist fiir m = 2. Regel (b) gilt nach Theorem B auch fiir Z*, und aus
(32) folgt ohne weiteres, daBB Z* auch (c) erfiillt mit x=7+7"!. Wir haben also
A=d"'ZM, das heiBt (bis auf den Faktor d!) ist die Partitionsfunktion eine
Auswertung des Kauffman Polynoms fiir jedes Spin Modell. Ubergang zu
orientierten Verschlingungen wie im Fall m = 1 liefert dann eine Polynominvarian-
te, die auch invariant beziiglich der Reidemeister Bewegung (I) ist.

7 Klassifikation der Spin Modelle fiir m =2

Wir wollen nun die Graphen G besclireiben, welche den Bedingungen von
Satz 5 geniigen. Wir wissen, daf} alle Kandidatengraphen die Parameter (27) haben.
Aus dem Beweis von Satz 5 schlieit man, daB unter den Konferenzgraphen nur Cs
und L,(3) auftreten konnen. Abgesehen von Cs sind also die Eigenwerte
ganzzahlig. Ferner berechnet man fiir die Residuen G(a) und G’(a):

% 2
(33)  G(#) =Ky (d.h. 1 =0) oder G(a) hat die Eigenwerte 4, r, £2s_+:—2r
s—r+
—r2+r

(34) G’(e)=K;(d.h. 1 =0) oder G’(e) hat die Eigenwerte k — 4, s, 5
s—r+

Da die Eigenwerte der Residuen wieder ganzzahlig sind, erhalten wir daraus die
Teilerbedingung
(35) s—r+2|r(@s+1.

Wir klassifizieren nun die moglichen Graphen nach den Werten von A und 4, wobei
wir in jede Klasse auch das Komplement geben.

(A) A=1=0. Aus (27) folgt s=—2 oder —1, oder s ist Nullstelle der
Gleichung s2+s5s—1=0. Fiir s=-2 erhalten wir Cy, fiir s=—1 das Komplement
C4=K>+ K3, und im letzten Fall Cs= Cs. Alle diese Graphen sind Spin Modelle.

(B) 1=0, 1>0. Hier gilt
(36) n=(s(s+3)NLk=5>+352+5,A=0,u=5%+s (s=1).

Die Graphen aus dieser Klasse heien Smith Graphen [13, 45]. Wir wollen nun
zeigen, daB alle diese Graphen Spin Modelle sind und eng mit der Existenz von 3-
Designs zusammenhingen. Wegen 4=0 sind alle Residuen G(«) leer und damit
trivialerweise stark regulir. Es interessieren also nur die Residuen G'(a).
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Sei @ € X, N(a) die Nachbarn von ¢ in G, und N'(a)=X\ (N(e) v a). Wir
betrachten das Design D(«), indem wir als Punkte u die Menge N(«) nehmen und
als Blocke B die Menge N’ (a) mit u € B genau dann, wenn &, Bin G benachbart sind.
Aus der Definition der Parameter von G folgt unmittelbar, daBl D(e) ein 2 — (k, 4,
4 — 1) Design ist, das heiBit, |N(a)| =k, |B| =4 und jedes Paar von Punkten ist in
genau # — 1 Blocken. Aber es gilt mehr. Aus Standardmethoden der Designtheorie
schlieBt man das folgende bemerkenswerte Resultat (siehe z. B. [12]).

Satz 6. Sei G ein stark regulirer Graph mit Parameternk >y >2,A=0. Dann
sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) k=s*+3s+s,u=s*+sfiireins>1
b) G'(«) ist stark regulir fiir alle a € X
¢) G'(«) ist stark reguldr fiir ein a € X.

Jede Bedingung impliziert n=(r —s)* und

d) D(a)ist ein 3 —(k, u, s — 1) Design, das heifst jedes Tripel von Punkten ist in genau
s — 1 Blocken. Ferner sind zwei Blocke in D(a) genau dann disjunkt, wenn sie als
Ecken in G benachbart sind.

Ist umgekehrt D ein 3 —(k, u, s— 1) Design mit k=s>+3s*+s, u=s>+s auf der
Punktmenge N und Blockmenge N', so ist der Graph G auf der Eckenmenge
a UNUN’ definiert wie oben ein stark reguldrer Graph.

Folgerung 3. Alle Graphen aus Klasse (B) und ihre Komplemente sind Spin
Modelle.

(C) A1>0, 1>0, s<—1 (wegen r(s+1)#0). Setzen wir g=r —s, so erhalten
wir die Parameter

37 n=q k=-s(g—1),A=s2+3s+qu=s"+s.

Graphen mit diesen Parametern heien Pseudo-Latin-Square Graphen PLS_(q)
(warum, wird im nichsten Abschnitt klar werden). Man sicht sofort, dafl das
Komplement eines PLS ((g) ein Graph PLS, . (g) ist. Ferner folgt aus (35)

(38) 1<-s5s<qg,g-2|(s+1)(s+2).

D) 1>0, 1>0, r<—1, s>0. Setzen wir g=s—r, so erhalten wir die
Parameter

(39) n=qrLk=s(@+1),A=5*+3s—q, u=s*+s.

Graphen mit diesen Parametern heilen Negativ-Latin-Square Graphen NLS(g).
Das Komplement von NLS(g) ist ein Graph NLS_,_;(g), und es gilt ferner

40) O0<s<g-1,g+2|(+1)(s+2).
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8 Beispiele von Spin Modellen fiir m =2

Wir betrachten nun die Klassen aus dem letzten Abschnitt und versuchen,
konkrete Beispiele zu konstruieren, und fiir jedes Beispiel eine Lésung (z, a) gemaf
(30), (31) zu bestimmen.

(A) Das Quadrat C, und das Pentagon C;
Fiir C, ist jedes Paar (¢, a=—t"') Losung fiir d=-2. Fiir Cs haben wir die

1+/5
2

Eigenwerte r=—7,s=7— 1 mit 7 = , dem goldenen Schnitt. Als Losung

2ni/5

ergibt sich t=e*"/> a = 1.

(B) Die Smith Graphen

Die Existenz dieser Graphen lduft nach Satz 6 auf die Existenz von 3 —(k, i, s — 1)
Designs hinaus. Wenn ein solches Design existiert, so ist der Graph G nach Satz 6
vollkommen festgelegt und ergibt ein Spin Modell. Betrachten wir s=1, dann
erhalten wir die Parameter n=16, k=5, 1=0, u=2. Wir wissen aus Satz 6, daB G
folgendermaflen aussieht. Sei w € X, N(w)={e, , v, J, ¢}. Dann besteht N'(w) aus
allen 10 Paaren aus N(w), und zwei Paare sind genau dann benachbart, wenn sie
disjunkt sind. G’(w) ist somit der Petersen Graph (Figur 13).

-B
de ‘A' Y5 Y L)
2o\ o

Fig. 13

G heiBlt der Clebsch Graph und ist durch seine Parameter eindeutig
bestimmt. Die Eigenwerte sind r=—3, s= 1, und wir erhalten als Losung ¢t = a = i fiir
d=4. Der Clebsch Graph G kann wiederum im Wurzelgitter Ej realisiert werden.
Das Komplement G ist der Graph, induziert von den Nachbarn einer festen Ecke
des Schléfli Graphen (siehe Abschnitt 6).

Betrachten wir nun s =2. Wir erhalten die Parameter n=100, k=22, 1 =0,
u#=6.Nach Satz 6 benotigen wir ein Steiner System 3 — (22, 6, 1) — und so ein Design
gibt es, das Witt Design Wy [4, 9, 50]. Wy, durch seine Parameter eindeutig
bestimmt, und die Automorphismengruppe ist die Mathieu Gruppe M,, [12, 38].
Die zugehorige Smith Graph G heiit der Higman Sims Graph. Die Automorphis-
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mengruppe von G ist eine sporadische einfache Gruppe, die Higman Sims Gruppe
[23]. DaB der Higman Sims Graph Spin Modell ist, wurde von Jaeger entdeckt [20,
26]. Die Eigenwerte sind 7 = —8, s =2, und wir erhalten die Loésung t =i, a = i7° fiir
d=10.

Auller dem Clebsch Graph, Higman Sims Graph und ihren Komplementen
sind keine weiteren Spin Modelle in Klasse (B) bekannt. Wie Satz 6 zeigt, fithrt die
Frage nach weiteren Modellen auf ein erstes groBes Problem der Kombinatorik,
die Existenz von Designs, und insbesondere 3-Designs.

(C) Die Pseudo-Latin-Square Graphen

Wir konstruieren eine Klasse von Graphen, die sogenannten Latin Square
Graphen, welche die Parameter aus (37) aufweisen. Aus diesem Grund heif3t ein
beliebiger stark regularer Graph mit den Parametern (37) ein Pseudo-Latin-Square
Graph.

Es seien p — 2 paarweise orthogonale Lateinische Quadrate L; der Ordnung
q gegeben [4, 12, 38]. Eine Transversale T eines Lateinischen Quadrates L ist jede
Menge von g Feldern, in denen ein festes Element vorkommt. Jedes Quadrat L;
ergibt somit eine Transversalzerlegung 7; der ¢ Felder. Nehmen wir die Zeilen -
und Spaltenzerlegung 7, 7 hinzu, so erhalten wir insgesamt p Zerlegungen. Der
Latin Square Graph LS,(g) hat als Ecken die ¢* Felder, wobei zwei Felder genau
dann benachbart sind, wenn sie in einer gemeinsamen Transversale irgendeiner
Zerlegung erscheinen. Aufgrund der Orthogonalitit folgt daraus sofort:

Satz 7. Die Latin Square Graphen LS,(q) sind Graphen PLS_(q), das heifit
—s=p.
Damit ergeben sich die beiden folgenden Fragen:

1. Fiir welche ¢ und p existieren p—2 orthogonale Lateinische Quadrate der
Ordnung ¢?

2. Welche Graphen LS,(g) oder allgemein PLS_,(q) sind lokal stark reguldr und
damit Spin Modelle?

Fir p=2, das heiBt s=-2, sind die Graphen LS,(g) genau die Gittergra-
phen Ly(q) mit den Parametern

n=q’k=2(q-1),A=q-2, p=2.

Fiir die Residuen gilt G(a)=K,_,+K,_,, G'(a)=L,(g — 1). Die Residuen
sind somit stark reguldr, und daher alle Gittergraphen L,(g) Spin Modelle. Als
Losung ergibt sich beispielsweise fiir g=3:7=e"/3, a=—1 fiir d=—3 bzw. fur
g=4:t=i,a=—ifird=—4.

Bemerkung. Fiir g=4, s=—2 gibt es einen stark reguliaren Graph, den
Shrikhande Graph, mit denselben Parametern wie L,(4), der aber nicht Spin
Modell ist [9]. Ubrigens kann es durchaus vorkommen, daB ein Lateinisches
Quadrat ein Spin Modell ergibt, ein anderes aber nicht.

Betrachten wir noch die Teilerbedingung (38). Die Bedingung ist fiir
q=—2s, s gerade, erfiillt. Auf diesen Fall werden wir in Satz 8 eingehen.
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Aus der Designtheorie [4] weil man, da orthogonale Lateinische
Quadrate sogenannten Netzen entsprechen, und daB} insbesondere die Existenz von
q— 1 orthogonalen Quadraten dquivalent ist zur Existenz einer projektiven Ebene
der Ordnung ¢g. Die Spin Modelle aus Klasse (C) fithren also zu einem weiteren
klassischen Thema der Kombinatorik - orthogonale Lateinische Quadrate und
projektive Ebenen.

(D) Die Negativ-Latin-Square Graphen

Uber die Graphen NLS,(q) ist wenig bekannt. Einige Konstruktionen sind in [18,
39] angegeben. Ist ein Graph NLS;(gq) ein Spin Modell, so miissen laut (40) die
Bedingungen 0 <s<q—1 und g+ 2|(s+ 1)(s + 2) erfiillt sein, also ist insbesondere
g<s(s+3). (In [19] wurde gezeigt, daB dies fiir alle Graphen NLS,(q) zutrifft.)
Insbesondere ist die Teilerbedingung fiir g=s(s+3) erfiillt, und wir erhalten die
Smith Graphen aus Klasse (B). Ebenso gilt die Teilerbedingung wie in Klasse (C)
fiir g=2s, s gerade. Wir behandeln nun die Graphen PLS_;(—2s) und NLS,(2s)
gemeinsam.

Eine Hadamard Matrix H der Ordnung n ist eine n X n-Matrix mit Eintragen
+1, fiir die HHT = nl gilt. Daraus folgt unmittelbar n=1, 2 oder n =0 (mod 4), und
es ist eine bekannte offene Vermutung, ob Hadamard Matrizen fiir alle n=0
(mod 4) existieren [4, 18, 38]. Wir betrachten nun symmetrische Hadamard
Matrizen H mit konstanter Hauptdiagonale. Da mit H auch —H die Bedingung
erfiillt, kdnnen wir annehmen, dafl die Hauptdiagonale aus 1 besteht. Es gilt dann
H?=nl, also hat H die Eigenwerte + \n. Sind f, g die jeweiligen Vielfachheiten,
so folgt

f\/n—g~\/n=Spur H=n,

also f—g= \/r—te Z . Es folgt n=1t? und somit n=(2s)? wegen n=0 (mod 2). Eine
symmetrische Hadamard Matrix H mit konstanter Hauptdiagonale hei3t regulir,
falls HJ=—2sJ gilt, da} hei3it, falls alle Zeilen- und Spaltensummen gleich —2s
sind. Das kleinste Beispiel (s=1) ist

1 -1 -1 -1
-1 1 -1 -1
-1 -1 1 -1
-1 -1 -1 1

H:

Der folgende Satz zeigt nun den Zusammenhang zwischen regulidren
Hadamard Matrizen und den Graphen PLS_;(—2s) bzw. NLS,(2s) auf (siche z. B.
[18]).

Satz 8. Die folgenden Bedingungen sind dquivalent:

a) Es existiert eine regulire Hadamard Matrix H der Ordnung 452, H] = —2sJ,
s<—1.
b) Es existiert ein Graph PLS_ (—25).
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bzw.

’

a Es existiert eine regulire Hadamard Matrix H der Ordnung 45, HJ = —2sJ,
s>0.
b")  Es existiert ein Graph NLS,(25).

Fiir g=22" ist eine Konstruktion reguldrer Hadamard Matrizen bekannt,
welche Spin Modelle ergeben [43]. Sei Q:[GF(2)]*"— GF(2) eine quadratische
Form, deren zugeordnete (symplektische) Form B(x, y)=Q(x)+ Q(»)+ Q(x+y)
nicht ausgeartet ist. Die (22"x22™)-Matrix H indiziert durch [GF(2)]*" mit
H(x, y)=(—1)2>*? ist eine Hadamard Matrix, deren zugeordneter Graph wie in
Satz 8 lokal stark regulir, also Spin Modell ist. Wegen r=—s lautet die
Gleichung (30)

2+ 1P+ 2+t )s(s+ 1) =1,

und wir erhalten die Lésung t=1i, a=—1.

Abgesehen von diesen Beispielen sind keine weiteren Spin Modelle in den
Klassen (C) und (D) bekannt, und einige Autoren halten die folgende Vermutung
fiir plausibel:

Vermutung. Abgesehen von den Gittergraphen und ihren Komplementen
existieren Spin Modelle in den Klassen (C) und (D) nur fiir g=—2s bzw. g=2s,
s gerade.

Mit dieser Vermutung sind wir also bei einem dritten groen Problem der
Kombinatorik angelangt: Existenz von Hadamard Matrizen und insbesondere
reguldren Hadamard Matrizen.
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Multiskalen-Methoden und Wavelets -
Konzepte und Anwendungen

W. Dahmen, Aachen

1 Einleitung

Mit der enorm gesteigerten Leistung digitaler Rechenanlagen ist der An-
wendungsgrad und damit einher die Bedeutung der numerischen Simulation in
technischen Anwendungsbereichen drastisch gewachsen. Die zugrundeliegende
mathematische Modellierung beruht hiufig auf der Formulierung von Differen-
tial- oder Integralgleichungen, deren Diskretisierung (gegebenenfalls nach Linea-
risierung) auf grofe lineare Gleichungssysteme fiithrt. Bei komplexen realistischen
Prozessen bedeutet ,,groB“ moglicherweise mehrere millionen Unbekannte, so daB3
man auch beim derzeitigen Stand der Rechnertechnologie auf ernsthafte Heraus-
forderungen in Hinsicht auf akzeptable Durchfiihrbarkeit derartiger Simulationen
trifft. Ein Kernanliegen des Wissenschaftlichen Rechnens ist somit, die Bereiche der
Berechenbarkeit im Hinblick auf Komplexitidt zu erweitern. Hierzu bieten sich
verschiedene Ansatzebenen. Selbstverstindlich ist in einer enorm schnelllebigen
Wechselwirkung zwischen Rechnerarchitekturentwicklung und der Handhabung
stindig wachsender Datenmengen die Informatik in natiirlicher Weise gefordert.
Eine wichtige Antwort ist sicherlich mit dem Stichwort Paralleles Rechnen
angesprochen.

Allerdings wird man in einer solchen rein datenorientierten Sichtweise
keinen befriedigenden Losungsweg finden. Vielmehr scheint es nach derzeiti-
gem Stand der Dinge unumginglich zu sein, die numerischen Verfahren selbst
schon im Vorfeld beziiglich Stabilitit und Komplexitit zu optimieren. Grob
gesprochen heifit hier (asymptotisch) optimal (a.0.), daB ein Verfahren die
Losung innerhalb einer gewiinschten Genauigkeit mit einem Speicher- und
Rechenaufwand liefert, der proportional zur ProblemgréBe also zur Anzahl der
Unbekannten bleibt. Bei den obengenannten GréBenordnungen ist der Effekt
dieser Bedingung oft weitaus stirker als etwa die Parallelisierung eines nicht-
optimalen Verfahrens. Nun ist die Forderung nach Optimalitit im obigen
Sinne offensichtlich eine sehr starke Bedingung, die fiir beliebige Gleichungs-
systeme sicherlich nicht erfiillbar ist. Entsprechend stoBen die Methoden der
klassischen Numerischen Linearen Algebra hier auf Grenzen. Man sieht viel-
mehr leicht ein, daf} sich asymptotische Optimalitit nur realisieren 148t, wenn
man Information iiber das zugrundeliegende analytische Modell benutzt und
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letztlich auch grundlegende Operationen wie Matrix-Vektor-Multiplikation ap-
proximativ interpretiert.

Bekannte Beispiele solcher analysisbasierter Methoden lassen sich zum
Beispiel unter den Stichworten Multigrid-, Multilevel-Methoden, Wavelets oder
Multipolentwicklungen ansprechen. Auf die eine oder andere Art ziehen alle diese
Ansitze essentiellen Nutzen aus der Interaktion verschiedener (Diskretisierungs-)
Skalen. Dies wiederum bildet die Grundlage zur Einbeziehung adaptiver Techni-
ken, mit denen sich hohere Diskretisierungstiefe dort lokalisieren 148t, wo sie
erforderlich ist, eine insgesamt balancierte Genauigkeit bei minimalem Aufwand
zu gewihrleisten.

Das Mehrgitterkonzept hat sich als flexible Methodologie erwiesen, die fiir
eine grofle Klasse von Problemen a.o. Verfahren liefert [H]. In den letzten Jahren
haben Multilevel-Verfahren grofles Interesse erregt. Sie haben sich bei symmetri-
schen elliptischen Problemen in der Gestalt vorkonditionierter Konjugierte-
Gradienten-Verfahren ebenfalls als a.o. erwiesen [BPX, DK, O1, O2]. Beide
Verfahrenstypen lassen sich als multiplikative bzw. additive Korrekturverfahren
interpretieren [GO, Y], bei denen Feinstruktur sukzessive mit steigender Diskreti-
sierungstiefe aufdatiert wird. Letzteres ist ebenfalls ein Kerngedanke des Wavelet-
Konzepts, das vollig unabhingig wiahrend der letzten Jahre vornehmlich im Hin-
blick auf Anwendungen im Bereich Signalanalyse und Datenkompression ent-
wickelt wurde [Dau, Ma, M1]. Nichtsdestoweniger legen die strukturellen Paralle-
len nahe, die Verwendbarkeit von Waveletkonzepten als mogliche Diskretisie-
rungshilfsmittel auch im Bereich numerische Behandlung von Operatorgleichun-
gen zu untersuchen. Eine angemessene Einstufung des Erfolgs solcher Bemiithun-
gen braucht sicherlich noch mehr Zeit und praktische Erfahrung. Unabhingig
davon hat dies aber schon zu einer betrichtlichen Fokussierung relevanter
Analysehilfsmittel gefithrt. Derzeit 14Bt sich eine Palette von Hilfsmitteln aus der
Approximationstheorie, der Theorie der Funktionenrdume oder der Harmoni-
schen Analyse ausmachen, die bereits zu Fortschritten bei der Verfahrens-
entwicklung gefithrt haben und von der man weiteren Aufschluf} iiber geeignete
Kombinationen von Ingredienzien der verschiedenen Konzepte erwarten kann.

Die folgenden Ausfithrungen sollen einige Grundkonzepte und ihre
Anwendungen vor einem zwar modellartigen aber doch moglichst weitgespannten
Problemhintergrund skizzieren. Dabei werden sich hdufig Gelegenheiten bieten,
Bezug auf gemeinsame Arbeiten mit B. Kleemann, A. Kunoth, S. Prossdorf und
R.Schneider zu nehmen. Die hier notwendigerweise teils sehr vereinfachende
Darstellung soll allerdings nicht verbergen, daf in konkreten Spezifizierungen der
Modellprobleme eine befriedigende praxisgerechte Umsetzung noch erhebliche
Schwierigkeiten aufwerfen kann.

In Abschnitt2 wird ein allgemeiner Problemrahmen abgesteckt, in dem
eine Klasse von Multiskalen-Methoden prinzipiell a.o. ist. Als klassische Beispiele
passen sich sowohl elliptische Randwertaufgaben fiir partielle Differentialglei-
chungen als auch eine weite Klasse elliptischer Pseudo-Differentialgleichungen
ein, die zum Beispiel auch bei Randelementmethoden auftreten. Die dem Experten
vertrauten zentralen Fragestellungen werden hier zugunsten eines breiteren
weniger spezialisierten Leserkreises nochmals umrissen.
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In Abschnitt 3 wird ein allgemeiner Rahmen fiir Multiskalenzerlegungen
beschrieben und insbesondere die Rolle verschiedener Stabilititsbegriffe und
deren Interpretation als Norméaquivalenzen hervorgehoben. Als erste wichtige
Konsequenz dieser Fakten wird in Abschnitt 4 die Vorkonditionierung zur effizien-
ten iterativen LOsung gewisser diinnbesetzter Gleichungssysteme diskutiert.
Ferner wird die Matrixkompression bei der Behandlung von vollbesetzten Matrizen
angesprochen. Abschnitt 5 bietet einen Ausblick auf weitere Entwicklungen.

Obwohl die Frage der Konstanten fiir praktische Belange von entscheiden-
der Bedeutung sein kann, wird zur Vereinfachung der Darstellung stets a<b
geschrieben, um anzudeuten, dafl die GroBe a sich durch ein nicht explizit
spezifiziertes konstantes Vielfaches von b beschrinken 14Bt, wobei die Konstante
unabhingig von jedweden Parametern sein soll, von denen a und b abhéngen.
Ferner wird a <b A b <a durch a~ b abgekiirzt.

2 Problemklasse

Im folgenden sei mit H°,se€ R, eine Skala von Hilbertraumen bezeichnet,
deren Spezifikation vorerst irrelevant ist. Man nehme an, dal H* = H' fiir t <s,und
(*,*) bezeichne das Skalarprodukt in H°. Typische Beispiele sind Sobolevraume auf
hinreichend glatten Mannigfaltigkeiten (mit oder ohne Rand) oder auch spezieller
auf beschrankten Gebieten, gegebenenfalls mit Spezifikation homogener Randbe-
dingungen auf Teilen des Randes. Als Aufgabe sei die approximative Losung einer
Gleichung

2.1) Au=f
gestellt, wobei
A:H - H"
ein linearer beschrinkter Operator mit beschriankter Inverser ist, das heifit

22) N Aullgs-r~ llull g

2.1 Galerkin-Verfahren

Eine Moglichkeit, (2.1) numerisch zu l6sen, bietet das Galerkin-Verfahren.
Fiir geeignete endlichdimensionale Teilraume Sy, = S; von H* finde man u;€ S}, das

(2.3)  (Au,v)=(fv), vVES;,

erfiillt. Die Indizierung mit j € N deutet an, daB} es spiter von Belang sein wird, statt
eines einzelnen Raumes eine ganze Folge in Betracht zu ziehen. Die 4; seien
Parameter, die die Diskretisierungsfeinheit reflektieren. Der Einfachheit halber sei
im folgenden stets #;=27/. Seien Q; gleichmiBig H % beschrinkte lineare Projekto-
ren auf S;. Fiir manche Belange ist es bequemer, (2.3) als Projektions-Verfahren in
der Form

@4 Qfu=0}f
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zu schreiben, wobei Q* die Adjungierte von Q; (beziigl. (-,)) ist. Das Verfahren
heiBlt (s, r)-stabil, falls

2.5) 114l = llvjll 2, veS;.

Gelten fiir die Rdume S; gewisse direkte Ungleichungen fiir die Approximationsgiite
sowie inverse Ungleichungen, wie spéter zu prézisieren ist, so kann man fiir eine
groBle Klasse von Problemen zeigen, dal unter der Voraussetzung (2.2) das
Verfahren (2.4) (s, r)-stabil in einem Bereich fiir s ist, der von der Ordnung r des
Operators A und von obigem Ungleichungspaar abhingt. Insbesondere erhilt man
Fehlerabschatzungen des Typs

2.6)  Nu—wllw <2 ullm

die wiederum fiir einen gewissen Bereich 7<v,r/2<v gelten, wobei v und u; die
Losungen von (2.1) bzw. (2.4) sind [DPS].

Insofern ist unter derartigen Bedingungen gesichert, da} sich fiir obige
allgemeine Problemklasse prinzipiell Ndherungslésungen mit beliebiger Genauig-
keit bestimmen lassen. Es stellt sich somit die Aufgabe, diese Niaherungen mit
einem vertretbaren Aufwand zu gewinnen. Welche wesentlichen Probleme in
diesem Zusammenhang auftreten, soll an zwei Beispielklassen im folgenden etwas
genauer gekennzeichnet werden.

2.2 Elliptische Randwertprobleme

Sei Q ein beschrianktes Gebiet in IRY mit hinreichend glattem Rand. Fiir
s=r/2eN sei A ein Differentialoperator der Ordnung r und H'/?= H§/?*(Q) der
Abschluf} der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger
in Q beziiglich der iiblichen Sobolevnorm der Ordnung /2. Ferner definiere

a(u,v):= j Au(x)v(x)dx =: (Au,v)
Q
eine stetige, symmetrische, H"?-elliptische Bilinearform, d. h.

Q7 a)~ e

Ein typisches Beispiel ist 4 :=—F - (C(x)F), wobei C(x) eine auf Q positiv definite
Matrix ist.

Wihlt man Basen fiir S; von Funktionen mit kompaktem Triger, fithrt
(2.3) auf lineare Gleichungssysteme

mit diinnbesetzten und symmetrisch positiv definiten Systemmatrizen A;. Bei drei
Ortsvariablen d=3 und hinreichend kleiner Gitterweite 4; verbietet die GroRe der
Matrizen im allgemeinen den Einsatz direkter Losungsverfahren. Zum einen
wiirde die Anzahl der erforderlichen Rechenoperationen unakzeptabel grof3, zum
anderen fiillen sich im Laufe der Elimination die urspriinglich diinnbesetzten
Matrizen allmihlich auf, so daB sich auch der Speicherbedarf iiberproportional
erhoht.




Multiskalen-Methoden und Wavelets - Konzepte und Anwendungen 101

Als Alternative kommen iterative Verfahren in Frage, bei denen sich der
Speicherbedarf nicht wesentlich erhéht. Da jeder Iterationsschritt aufgrund der
Diinnbesetztheit grofenordnungsméiBig so viele Operationen wie Unbekannte
erfordert, miite jede Iteration, um Optimalitit im obigen Sinne zu gewihrleisten,
den Fehler um einen Faktor reduzieren, der unabhingig von der GréBe der Matrix
(bzw. vom Diskretisierungsparameter #;=2) ist. Nun hingt die Konvergenzge-
schwindigkeit von der spektralen Kondition #,(A;) von A, ab, die hier als Quotient
des groBten und kleinsten Eigenwerts von A; definiert ist. Optimalitit wiirde eine in
J gleichméaBige Beschrinktheit der Konditionszahlen erfordern. Man sieht aber
auch leicht ein, daB fiir A; aus (2.8) die Kondition mit zunehmender Diskretisie-
rungsfeinheit wichst, nimlich

(2.9) x(A) ~ 27, J— oo

Um dennoch die gewiinschte Effizienz zu gewihrleisten, ist es von zentralem
Interesse, das System (2.8) vorzukonditionieren. Dies heiflit, man muf} geeignete
symmetrisch positiv definite Matrizen C; bestimmen, fiir die sich C;Aju;=C/f;
effizient iterativ 16sen 1aBt, bzw. #(C}/?A,C//?)=0(1), j— <o, gilt.

2.3 Integral/Pseudo-Differentialgleichungen

Die zweite Beispielklasse umfafit eine grofie Klasse von Pseudo-Diffe-
rentialoperatoren. Mehr Details zu den folgenden Ausfithrungen und weitere
Literaturhinweise findet man in [DPS]. Uber R lassen sich solche Operatoren
bekanntlich am bequemsten iiber ihr Symbol gemiB

Au@)= [ | | e ra(x,Eu(y)dy |dE
R¢ \ R4
spezifizieren [Ku]. Eine typische Forderung an das Symbol ist
|of3ga(x, &)l <cap(l+[E[) e, x,¢eR%

r bezeichnet die Ordnung des Operators A. Man kann nun zeigen, da3 4 (2.2) unter
den Voraussetzungen

Kern(4) = {0}, Reay(x,&)>clé]” CeR?

erfiillt, wobei o, den Hauptteil des Symbols bezeichnet [HW]. Auf einer gegebenen
hinreichend glatten Riemannschen Mannigfaltigkeit Q 148t sich aus obiger Klasse
eine entsprechende Klasse auf Q in kanonischer Weise mit Hilfe von Zerlegungen
der Eins erzeugen, fiir die ebenfalls (2.2) gilt. Eine weitere wichtige Eigenschaft 148t
sich iiber die Darstellung

Au(x) = [ K(x,y)u(y)dy
Q
in der Form

(2.10) [9£3BK 4(x, y)| < cq, pdist (x, y) @7 lal+I8D, d+r+|a|l+|p| >0,
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angeben. Diese Bedingung wird sich als essentiell fiir die Matrixkompression
erweisen. Sie kann auch noch gelten, wenn der Operator kein Pseudo-Differential-
operator mehr ist.

Es gibt eine Vielzahl von Anwendungsbeispielen, die in den obigen
Rahmen fallen. Etwa das als Radiosity bezeichnete Illuminationsmodell, das
man zur photorealistischen Computervisualisierung vor allem diffuser Effekte
verwenden kann, beruht auf der Losung einer Integralgleichung iiber Q, wobei
der Integralkern obige Eigenschaften hat, und Q die durch die Szenengegenstin-
de definierte Oberflache ist [GSCH, Ka]. Andere Beispiele treten bei Streupro-
blemen oder in der Verformungstechnik auf. Hierbei wird ein Randwertproblem
fiir eine lineare partielle Differentialgleichung auf eine Integralgleichung auf
dem Rand des Gebiets transformiert [CS, CW]. Letztere 146t sich numerisch
wieder mit Hilfe von Galerkin- oder Kollokationsverfahren 16sen. Soll insbeson-
dere die urspriingliche Randwertaufgabe auf dem Aufenraum eines Kompak-
tums gelost werden, hat diese Randelementmethode folgende Vorteile.

Statt eines Problems auf einem dreidimensionalen unbeschriankten Gebiet
ist nur noch ein Problem auf einem zweidimensionalen Kompaktum zu
16sen.

Dem steht allerdings als Nachteil der Umstand gegeniiber, daf} entsprechende
Matrizen im allgemeinen vollbesetzt sind, auch wenn man Ansatzfunktionen mit
kleinen Trigern benutzt. Bei zweidimensionalen Oberflichen mit komplexer
Struktur kann dies fiir die Durchfithrbarkeit des Verfahrens entscheidend sein.
Abgesehen von dem fiir r # 0 auch hier auftretenden Konditionsproblem stellt sich
als moglicher Ausweg die Aufgabe, eine zumindest approximativ diinnbesetzte
Diskretisierung des Operators 4 zu finden.

Ein einfaches Beispiel 146t sich folgendermaBen beschreiben [DKPS]. Fiir
ein gegebenes beschrinktes Gebiet 2R3 betrachte man die Randwertaufgabe

2.11) 4U=0 auf R3\Q, Ulye=f
Die Losung von (2.11) ist durch
2.12) Ue)=—— [ i’ﬂl{lu( ndy,  xeQ,
dn 5o lx—yl
gegeben, falls u die Operatorgleichung
Au=f A=1+2W
lost. Ist insbesondere £ ein polyhedrales Gebiet und bezeichnet fo(x) den
Innenwinkel an der Stelle x, ist der Operator W durch das Doppelschichtpotential
1 n,(x—
@13) Wux) = [1/2 Ba(u) + = [ =D u(pay,
an 5o |y—xl

gegeben (vgl. [Maz]). Hier ist n, die innere Normale zur Gebietsoberfliche am
Punkte y. Die Tatsache, daBB das Gebiet nicht glatt ist, bedingt, da W nicht
kompakt ist. Die Kernfunktion hat starke Singularititen entlang der Kanten des
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Polyhedrons. Er ist zwar kein Pseudo-Differentialoperator mehr, jedoch ein
Calderén-Zygmund-Operator (der Ordnung r=0) (vgl. [M2]) und erfiillt somit
immer noch eine Bedingung des Typs (2.10).

3 Multiskalen-Zerlegungen

Man kann nicht erwarten, aus der Restriktion des Operators 4 auf einen
einzelnen endlichdimensionalen Raum (noch so grofer Dimension) hinreichend
genaue Information iiber die Lésung von (2.1) zu gewinnen. Man kann hingegen
hoffen, aus der Wirkung von A auf eine Folge von Riumen asymptotische
Eigenschaften extrahieren zu kénnen.

3.1 Ein allgemeiner Rahmen

Allgemein betrachte man eine aufsteigende dichte Folge & von abgeschlos-
senen, geschachtelten Teilriumen S; eines Hilbertraumes H

...CS()CS]CS2C‘..H, U Sj—_—H.
J

Im Hinblick auf praktische Anwendungen ist es sinnvoll zu fordern, daf3
S;=span @;, D;={p, r: kel},
wobei die @; stabile Basen sind, d. h.

3.1 ||C||12(1j) ~ |l z Ck(oj,k”H-

kel
Man kann nun nach Moglichkeiten suchen, eine gegebene Approximation v,€S,
durch einen Term w, in einem geeigneten Komplement W, von S, in S,.; zu
verbessern. Ist " ={y, ; k€J,} nun eine im Sinne von (3.1) stabile Basis von W,
1aBt sich jedes v,e€S, einerseits in der Einzelskalendarstellung

(B2) wv= Z CicPn,k
kel,
als auch andererseits als Multiskalendarstellung

n-1
3.3) v,= Z z di Wik
Jj=-1 keJ;
schreiben, wobei V_, :=dy,J_, :=1,.

Hierarchische Basen sind ein einfaches Beispiel im Finite-Elemente-
Kontext [Y]. Die systematischsten Konstruktionsprinzipien stehen fiir den Fall
H=L,(RY) und ¢, ;=2%2¢(2/+—k),keZ, zur Verfiigung. In diesem Fall gilt
veS;, genau dann wenn v(27+)eS,. Entsprechend reicht es, das Komplement W, zu
definieren. Man sieht leicht ein, da3 W, durch die ganzzahligen Translate von
2¢—1 Funktionen

(B4 ye= D> aip2--k), ee{0, 1}\{0},
keZd
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erzeugt ist. Die Konstruktion geeigneter zusatzlicher Masken {a$}icze,
e {0,139\ {0}, verlangt, den gegebenen Zeilenvektor mit Eintragen D yeza@ox .. 2%,
ec{0,1}, zu einer quadratischen Matrix zu erginzen, deren Eintrdge Laurent-
Polynome sind und deren Determinante zumindest auf dem Torus nicht ver-
schwindet. Falls obige Ausgangspolynome auf (C\{0})¢ keine gemeinsamen
Nullstellen haben, sichert der Satz von Quillen-Suslin, dal man Matrixergdnzun-
gen mit konstanter Determinante finden kann (vgl. [JM]). Wahlt man speziell das
Komplement W, als orthogonales Komplement von Sy in S;, nennt man die v,
meist (Pra-)Wavelets (vgl. [C]). Der Nachteil dieses Konstruktionsrahmens ist, daf3
er sich nicht leicht fiir beschriankte Gebiete oder geschlossene Oberflachen nutzen
1aBt. In solchen Faillen ist es meist schwierig, orthogonale Zerlegungen mit
vertretbarem Aufwand zu konstruieren. Entsprechende Konstruktionen haben
daher stets spezielleren Charakter.

Hat man nun solche Komplementbasen zur Verfiigung und méchte explizit
mit der Multiskalendarstellung arbeiten, hat man letztlich Transformationen des
Typs
(35 T,:d~c

auszufithren, wobei ¢ bzw. d die Koeffizientenvektoren aus den Darstellungen (3.2)
bzw. (3.3) sind. Als wesentliche Forderungen an die Multiskalen-Transformationen
T, ergeben sich dabei

Komplexitit: Die Ausfithrung von T, sollte nur ¢(dim S,) Operationen
beanspruchen.

Stabilitit: T, soll gleichm#Big beschrinkte Kondition haben, d. h.
ITall 1T = 0(D), n— .

Erste Forderung betrifft die Lokalitat der Funktionen ¢; 4, ;. Zum
Beispiel sollten in (3.4) nur endlich viele Koeffizienten von Null verschieden sein. T,
hat die Struktur eines Pyramiden-Schemas wie die schnelle Wavelettransformation
(vgl. z. B. [D2)).

Die zweite Forderung hat eine Reihe von Konsequenzen, die im folgenden
zentrale Bedeutung haben. Arbeitet man mit orthogonalen Komplementen,
geniigt offensichtlich die Stabilitit der einzelnen Komplementbasen ¥/. MuB man
auf Orthogonalitit verzichten, wirft die Sicherung der Stabilitét iiber alle Skalen
ein ernsteres Problem auf. Der dabei zur Verfiigung stehende Spielraum ist folgen-
dermafen gekennzeichnet [D1].

Bemerkung 3.1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Die T, sind im obigen Sinne stabil.
(ii) Die Familie von Funktionen

V= {y;: keJ;, jeNo}
bildet eine Riesz-Basis von H, d. h. jedes ve H hat eine eindeutige Darstellung

3B.6) v=> > di®wu

j=-1 keJ,
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wobei

o0 1/2
(€N)) ||v||H~( > > ld,~,k(v)|2) .

j=-1 keJ; -
(i) Es existiert eine biorthogonale Riesz-Basis ¥, d. h. (W, ¥y k) =0(, j. .7y, tnd
4, (V)= (v, ¥; x)-
Eigenschaft (iii) in Bemerkung 3.1 besagt gerade, daB die Abbildungen

n n
B8 Cufi= 3 D SFHWe  QFafi= DS vk
_ j=-1 keJ; j==1 keJ;
dann offenbar zueinander adjungierte Projektoren mit Bildern S,,. ; bzw. S, . ; sind.
Wegen (3.7) sind die Q,, Q gleichmiBig beschrinkt. Ferner erfiillen sie

(.9 00,=0, firallej<n.

Bemerkung 3.2. Folgende Aussagen sind dqivalent:
(1) 2 erfiillt (3.9).
(ii) Die Bilder & der adjungierten Projektoren sind auch geschachtelt.
(i) Die Abbildungen Q;.\—Q; sind auch Projektoren.

Fir eine Folge 2 von linearen gleichmaBig beschriankten Projektoren, die (3.9)
erfiillen, stellt somit die in der Norm konvergierende Entwicklung

(B10) v=3 (Q- Qv (Q,=0),

Jj=0
eine Zerlegung von v in direkte Summanden dar, die typischerweise zunehmendes
Detail von v représentieren. Das Problem, stabile Multiskalenbasen ¥ und somit
gutkonditionierte Transformationen T, zu konstruieren, 148t sich nun in folgende
Teilaufgaben zerlegen:
(I) Zu gegebenem & finde 2, das (3.9) erfiillt. Wegen Bemerkung 3.2 (ii) bedeutet
dies, zu den @, biorthogonale Basen &; zu konstruieren, die wieder geschachtelte
Réume erzeugen.
(II) Bestimme stabile Basen ¥ fiir die Komplementriume W;:=(Qjs1—0)S)1,
so da3 man iiber explizite Darstellungen der Details

GID) (Q-Q-Dv= D d,iO)wx
kel;

verfiigen kann.
(III) Die Relation (3.7) ist dann dquivalent zu

© 1/2
(3-12) lvlla~ ( > ”(Qj_Qj—l)v”;{> ,
j=0

so daB zu klaren ist, unter welchen gegebenenfalls iiber (3.9) hinausgehenden
Bedingungen (3.12) gilt.

Prinzipiell kann man (I) iiber Grenzwerte von sogenannten Unterteilungs-
algorithmen angehen [D2]. Fiir den speziellen stationdren Rahmen (3.4) sind eine
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Reihe praktikabler Kriterien bekannt, die wesentlichen Gebrauch von Fourier-
transformations-Techniken machen [CDM, CD]. Falls etwa aufgrund beschrank-
ter Gebiete derartige Hilfsmittel nicht zur Verfiigung stehen, sind diese Konver-
genzfragen im allgemeinen recht schwierig. Falls jedoch die @; iiber Modifikatio-
nen des stationdren Falls gewonnen werden, etwa um Gebietsrander zu beriick-
sichtigen, lassen sich die Grenzwertbetrachtungen zur Konstruktion der 5,»
vermeiden [CDD].

(I1) hingt stark von der konkreten Situation ab. Verschiedene Moghchkel-
ten werden in [CDP] diskutiert.

Sobald man den Rahmen orthogonaler Komplemente verlafit, ist (III)
meist das schwierigere Problem. Im Falle (3.4) und H=L,(R¥) 148t sich die
Stabilitat im Sinne von (3.12) mit Hilfe von Fouriertransformationstechniken
charakterisieren [CD]. Im Hinblick auf obige Anwendungen ist es jedoch
wichtig, auf das Hilfsmittel der Fouriertransformation verzichten zu kdnnen. Es
zeigt sich, daB (3.9) alleine nicht hinreicht, (3.12) zu sichern [D2, M1]. Man
benotigt zusitzliche Information tiber & und & . Ein Beispiel derartlger Zusatz-
information 148t sich wie folgt formulieren. Sei {w(,7):¢#>0} eine Familie
gleichm#fBig beschrinkter, subadditiver, nichtnegativer Funktionale auf H, fiir
die w(v,0")=0 fiir alle veH gilt. Da klassische Stetigkeitsmodule gerade diese
Eigenschaften besitzen, sei w(:,?) kurz als Modul bezeichnet. Mit den Unglei-
chungen

(3.13) inf |lv-vllz<w(®,27), veH,

vjeS;

w(vj’ t)s(mln{latzj})y ijHHs vjESj,

fiir ein y>0, ist dann eine Analogie zu klassischen Jackson- und Bernstein-
Ungleichungen gegeben, wobei hier wieder 4;= 27/ angenommen wird.

Satz 3.1. Sei & eine dichte geschachtelte Folge abgeschlossener Teilrdume
eines Hilbertraumes H. 2 sei eine gleichmdpig beschrinkte Folge linearer Projekto-
ren mit Bildern &, die (3.9) erfiillt. Wie oben bezeichne & die Bilder der adjungierten
Operatoren 2*. Falls ein Modul w und y,7 >0 existieren, so daff & und & jeweils
(3.13) erfiillen, dann gilt die Normdquivalenz (3.12).

Der in [D1] gegebene Beweis verwendet Hilfsmittel aus der Theorie der Funktio-
nenrdume und der Approximationstheorie.

Es wird sich zeigen, daB sich die Umformulierung der Stabilitatsfrage fiir
die Transformationen T, auf Normaquivalenzen des Typs (3.12) in mehrfacher
Hinsicht als niitzlich erweisen wird. Einerseits werden sich daraus bequem weitere
Normiquivalenzen folgern lassen, die unabhéngig von der speziellen Basiswahl
sind und grundlegende Bedeutung fiir Vorkonditionierung bei Operatoren posm-
ver und negativer Ordnung haben. Es ist ferner bekannt, daB sich bei gewissen
Anwendungen die explizite Darstellung (3.11) der Komplementraume umgehen
148t. Andererseits liefern die Norméquivalenzen (3.12) immer noch frame bounds,
wenn die Bestimmung der Komplementbasen zu aufwendig ist.




Multiskalen-Methoden und Wavelets - Konzepte und Anwendungen 107

3.2 Sobolev-Normen

Speziell ist natiirlich der Fall H= H*(Q) oder H=H§(£2) und insbesondere
H=1L,(22) von Interesse. Die Rolle des Moduls @ kann dann zum Beispiel von den
klassischen L,-Glattheitsmodulen (bzw. geeigneten Modifikationen) iibernommen
werden, deren Ordnung die Regularitéts- und Approximationseigenschaften der
Riume & wiederspiegelt. Es zeigt sich, daf} (3.13) unter gewissen Voraussetzungen
an den Rand des Gebiets Q zu folgendem Paar von Ungleichungen dquivalent ist:

(3.14) inf [jv— UnllLo2) S 27" 0] (), veH (Q),t<m,

fallsin (3.13) w ein auf Differenzen m-ter Ordnung beruhender L,-Glattheitsmodul
ist, und
(3.15) lvall @) < 2" 1vall y0), Un€Sp, 1<y.

Man kann dann aus Satz 3.1 ableiten, daB sich die Norméquivalenz (3.12)
im folgenden Sinne auf eine ganze Skala von Ridumen ausdehnen 148t. Hierzu
definiere

Ao Y 29(0— 0, ).
j=0
Satz 3.2. Sei 2 eine auf L,(Q) gleichmdpig beschrinkte Folge von linearen
Projektoren mit geschachtelten Bildern &, die (3.9) erfiillt. Gelten (3.14), (3.15) fiir
& und & beziiglich m, me N und y,7 >0 (y <m, y <m), so gilt
(3.16) 1 Asvllzr@y~ vl as+r @), s+re(=7,7),

so dap fiir se(—7,y)

0 1/2 0
3B.17) vl gy~ Z 22”||(Qj—Qj—1)U||%2(Q)> ~ ( z ”(Qj_Qj~l)v”%1’(Q))
j=0 Jj=0

1/2

4 Anwendungen

Im folgenden werden einige Konsequenzen obiger Beobachtungen fiir die
in Kapitel 2 geschilderten Problemtypen diskutiert.

4.1 Vorkonditionierung

Wir betrachten zunéchst die in Abschnitt 2.2 geschilderte Situation, d. h.
r/2eN und a(:,*):=(A4-,*) sei eine symmetrische, H"/>-elliptische Bilinearform.
Falls wie oben h;~ 27/, ergibt sich fiir

4;:= Q0

daB #x(4;)~27. Die Realisierung einer a.o. iterativen Methode verlangt die
Bestimmung symmetrisch positiv definiter Operatoren C;, so daB

(4.1)  x(Cd)=x(C}24,C/)=0(1), J—ee.
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Aufgrund der Min-Max-Charakterisierung der grofiten und kleinsten Eigen-
werte symmetrisch positiv definiter Operatoren ist dies dquivalent zu (u,u)~
(C}24;C}*u,uy und somit zu

(4.2) (Cilv,v)~(d;v,v)=a(v,v)~ ||Vl g,

wobei im letzten Schritt die H’/2-Elliptizitit (2.7) benutzt wurde. Erfiille nun & die
Bedingungen (3.14), (3.15) fiir #>r/2. Wahlt man 2 als orthogonale Projektoren
auf &, so gilt (3.9) und & =&. Definiert man nun

J
@3 G't Y 2~ 0,

1=0
folgt aus Satz 3.2

J J
(Clv,v)= < > 2M2(Q—- Qi )v, Y. 270 - Ql‘l)v> ~ [[ol|3n.
/=0 1=0
Wegen (4.2) und der vorhergehenden Bemerkungen bedeutet dies aber gerade
(@.4) x(C4;,C%)=0(), j—ee,

(vgl. [BPX, DK, O1]).
Die entscheidende Frage ist, wie man C; effizient auswerten kann. Wegen

j
C= Z 27NQ1—-01-1)
=0

scheint dies zunichst die Kenntnis expliziter Darstellungen (3.11) fiir die Elemente
der orthogonalen Komplemente zu erfordern. Bereits fiir stiickweis lineare finite
Elemente kann die Bereitstellung solcher Basen mit unvertretbarem Aufwand
verbunden sein. Tatsichlich 148t sich dies aber iiber folgende wichtige Beobach-
tung vermeiden [X]. Man sieht zunéchst leicht ein, da} C; spektral dquivalent zu

4_027"Q, ist. Da aber Q; wiederum zu Zkeh (v, @1.1) 91 « spektral dquivalent ist,
genau dann wenn @; stabil ist, verfiigt man mit

J
@5 Gui=3 27" 3 000
1=0 kel

iiber einen zu C; spektral dquivalenten Operator, dessen Anwendung, wie sich
zeigt, nur O(dim S;) Operationen erfordert und der asymptotisch optimal ist [O2,
X, Y]

In dieser Form wurde zunichst die Giiltigkeit der direkten Abschédtzung
(3.14) vorausgesetzt, was typischerweise auf uniforme Verfeinerungen eines
Ausgangsnetzes zugeschnitten ist. Tatséchlich 148t sich dieses Ergebnis aber auf
adaptiv lokal verfeinerte Netze iibertragen, indem man zum Beispiel geeignete
Besovnormen verwendet und die Terme ||[(Q;— Q;j—1)mll1y @) fiir j<m direkt
abschitzt [DK].

Zunichst scheint also nur die Norméquivalenz in Satz 3.2 wichtig zu sein,
wihrend sich die Transformationen T; vermeiden lassen. Es stellt sich die Frage,
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inwieweit sich der Aufwand zur Bestimmung expliziter Basen iiberhaupt lohnen
wird.

Im folgenden werden einige Gesichtspunkte angesprochen, unter denen
stabile Multiskalen-Basen dennoch Vorteile versprechen.

Im Hinblick auf das Problem der Vorkonditionierung mégen & und 2 die
Voraussetzungen von Satz 3.2 fiir y,7>r/2 erfiillen, wobei hier die Q; nicht
notwendig orthogonale Projektoren sind. Fiir w;=4,,,v; erhalt man wegen (2.5)

IWill o)~ ol a2 ~ | Q fA ;|| -2~ || A%, 12 QFA QA o Wj | Ly )

Bezelchnet man mit Ay, die Steifigkeitsmatrix von A4 beziiglich der Basis ¥;:=
21 Wl so ist die Matrlxdarstellung des Operators A*,,0/40;4_,/, gerade

(4.6) B; :=Dj—r/2AWij_r/2,

wobei Dj eine Diagonalmatrix der Form D) aw, .y =201 Op 1, 1,1 <Jjo k€,
k'eJyist. Aus Satz 3.2 folgt wiederum sofort

Satz 4.1. Unter obigen Annahmen gilt
IB/ll211Bj ' {12= %,(B;) = O(1), J—ee.

Hierbei ist allerdings zu beachten, dal im Gegensatz zum vorher beschriebenen
Zugang schwdchere Voraussetzungen an 4 reichen:

A muB nicht notwendig symmetrisch sein. 4 kann negative Ordnung haben.

Man kann dann allerdings nicht mehr auf eine Realisierung des Typs (4.5)
zuriickgreifen. Alternativ kann man folgendermafBen vorgehen. Falls A ein
Operator mit globalem Schwarzkern ist, so daf} Steifigkeitsmatrizen im allgemei-
nen voll besetzt sind, wird man diese sofort beziiglich der Multiskalenbasis ¥,
bilden. Wie sich spéter zeigen wird, hat dies noch besondere Vorteile fiir eine grofie
Klasse von Operatoren. Die Vorkonditionierung beschriankt sich wegen (4.6) auf
eine symmetrische Diagonalskalierung. Ist 4 ein Differentialoperator, ist die
Steifigkeitsmatrix A, beziiglich der Basen @, diinn besetzt. Beachtet man, da8 fiir
T, gemaB (3.5) offensichtlich

@.7) TIde T,=Ay,

ist mit ¢"=T,d™ das System 44, ¢" =f, 4quivalent zu 4y, d™ = fy, . Fiir effizientes T,
im Sinne von Abschnitt 3 reicht es somit aus, 44, zu speichern und T, auszufiihren.
Der Vorkonditionierer C; 148t sich geschlossen als

C=@ I T)

angegeben. Man sieht, dal sich bei einem etwas groeren Anwendungsradius
durch Basiswechsel verbunden mit symmetrischer Diagonalskalierung ebenfalls
ein a.o. Verfahren ergibt. Bei nichtsymmetrischen Problemen kann man zwar
nicht mehr das Verfahren der konjugierten Gradienten verwenden, sondern muf}
auf entsprechende Varianten ausweichen oder nach Vorkonditionierung quadrie-
ren.
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4.2 Matrix-Kompression

Wir betrachten jetzt eine Anwendung, bei der die explizite Verfiigbar-
keit von stabilen Multiskalen-Basen wesentliche Vorteile bietet. Zum Beispiel
bei Randelementmethoden ergeben sich vollbesetzte Matrizen und damit bei
hoherer Raumdimension ein wesentliches Hindernis fiir eine effiziente numeri-
sche Behandlung. Insbesondere geht es darum, die fiir jedes iterative Verfahren
zentrale Operation der Matrix-Vektor-Multiplikation zu beschleunigen, das
heilt, die in der Anzahl der Unbekannten quadratische Komplexitit durch
(gegebenenfalls bis auf logarithmische Faktoren) lineare Ordnung zu reduzie-
ren. Bei guter Kenntnis des Integralkerns wird dies durch Panel Clustering bzw.
Multipolentwicklungen geleistet [HN, R], wobei die Matrix-Vektor-Multiplika-
tion nur approximativ innerhalb einer vorgegebenen Genauigkeit realisiert
wird. Betrachtet man auch Kollokationsverfahren oder Petrov-Galerkin-Ver-
fahren, stellt sich allerdings die Frage der Stabilitit, das heit, man muf
klaren, wie sich die Fehlertoleranzen bei der approximativen Matrix-Vektor-
Operation auf die Genauigkeit der am Ende erhaltenen Lésung des diskreten
Problems auswirken. Uber eine etwas andere Sichtweise kann man ein alterna-
tives Konzept verfolgen, das ein etwas weiteres Anwendungsspektrum zu erdff-
nen scheint und auch einen analytischen Rahmen fiir Stabilitits- und Konver-
genzbetrachtungen bereitstellt. Fiir ein eindimensionales symmetrisches Pro-
blem und einen Operator nullter Ordnung wird das wesentliche Prinzip in
[BCR] vorgeschlagen. Eng damit verwandt ist das Vorgehen in [BL]. Die
Grundidee liegt darin, eine derartige Matrix-Darstellung fiir den endlichdimen-
sionalen Operator

(4.8) 4;=Qj4Q;

zu finden, die sich ihrerseits durch eine diinnbesetzte Matrix gut approximieren
l1aBt. Dabei soll die Losung des gestorten bzw. komprimierten Systems nur
innerhalb einer zuldssigen Toleranz von der Losung des ungestdrten diskreten
Problems abweichen, wobei man insbesondere den Fall untersuchen kann, daB
diese Toleranz proportional zur Konvergenzordnung der ungestérten Lésungen
bleibt. Es zeigt sich, dafl derart geeignete Darstellungen fiir 4; aus (4.8) gerade
Steifigkeitsmatrizen Ay, beziiglich stabiler Multiskalen-Basen ¥; sind. Hierzu
nehme man an, daf} die dualen Rdume & exakt vom Grade n — 1 sind, das heif3t,
alle Polynome vom Grade hochstens # — 1 lassen sich (lokal) als Linearkombina-
tionen der Basisfunktionen in @; darstellen. Dies ist in vielen Fillen dazu
dquivalent, daf} (3.14) fiir & mit ¢ < gilt. Man sieht aber leicht, daB aufgrund der
Biorthogonalitit von ¥ und ¥ dies gerade

4.9) I Wi k(xX)x*dx=0, la| < n,
Q

impliziert. Wie in [BCR] fiir den Fall orthogonaler Wavelets ergibt dies fiir
beliebige Polynome p(x,y) vom Grade héchstens # in x und y
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A v = | | K@Yy e@y(y)dxdy
Q Q

= [ [ ®e,»)—p )Wy w () c(y)dxdy.
Q Q

Wenn immer der Kern K in einer Umgebung von x, y hinreichend glatt ist, kann
man p als Taylor-Polynom um (x; s, y; k) € SUpp ¥y, k> X supp ¥;,x wahlen und erhalt

K@) -pey)~ 2 =x.0) (=) 35 K (xy a0, 3jh)-
lal,|Bl=n
Elementare Abschitzungen unter Ausnutzung von (2.10) ergeben schlieBlich
Abschitzungen des Typ [DPS, PS]

AW, W) <27 D22 Qist (Q , Q) @20,

Darauf aufbauend kann man folgender groben Vorgehenskizze folgen, um
schlieBlich zu Stabilitits- und Konvergenzaussagen zu kommen.

- An obige A-priori-Abschitzungen fiir die Eintrage werden Abschneideregeln
angepalt, die vom Verfeinerungsgrad abhéngen konnen.

- Schur-Lemma-Argumente in Verbindung mit der Vorkonditionierung gemaf
Satz 4.1 liefern schlieBlich Normabschétzungen fiir die Differenz von 4y, und der
komprimierten Matrix.

- Approximationseigenschaften fithren zu Konsistenzabschdtzungen.

- Uber Stérungsargumente kommt man damit zu Stabilitits- und Konvergenz-
beweisen.

Fiir Galerkin-Verfahren bei Randintegralgleichungen auf Kurven und glatten
Mannigfaltigkeiten Q sei hierzu auf [DPS, PS] verwiesen. Die Analyse in [DPS],
DPS?2] liefert Stabilitits- und Konvergenzaussagen sogar fiir verallgemeinerte
Petrov-Galerkin-Verfahren, speziell auch fiir Kollokation fiir eine grofie Klasse
von Pseudo-Differentialgleichungen auf dem Torus.

In [DKPS] wird eine Implementation eines derartigen Verfahrens fiir die
Doppelschichtpotentialgleichung (2.13) auf geschlossenen zweidimensionalen
polyhedralen Oberflichen vorgestellt. Obgleich diese Gebiete nicht glatt sind,
bestitigen sich erstaunlich gut die fiir den Torus gemachten Aussagen beziiglich
Kompression, Konvergenz und Effizienz der Losung der komprimierten Systeme.
Dennoch bleibt als Engpal} die Berechnung der Steifigkeitsmatrix. Zunéchst etwa
in Anlehnung an (4.7) die volle Matrix Ag, zu berechnen erzeugt letztlich nicht
vertretbare Kosten. Mit Hilfe der A-Priori-Abschitzungen nur die signifikanten
Eintrége von Ay, zu berechnen, wirft Genauigkeitsprobleme bei der Quadratur auf.
Mogliche Verbesserungen werden zur Zeit noch untersucht.

4.3 Weitere Perspektiven

Es haben sich inzwischen eine Reihe weiterer Félle herausgeschilt, in denen
stabile Multiskalen-Basen erfolgreich eingesetzt werden kénnen.

Diinne Gitter fithren bei relativ geringen Genauigkeitsverlusten zu einer
erheblichen Komplexititsreduktion bei Diskretisierungen zu elliptischen Rand-
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wertaufgaben [Z]. Das dahinterstehende Prinzip ist unabhingig in der Approxi-
mationstheorie an mehreren Stellen untersucht worden. In [GO2] wird gezeigt,
daBB Wavelets sich zur Konstruktion von robusten Vorkonditionierern bei
anisotropen Problemen auch bei Diinngitterdiskretisierungen mit d >3 eignen.

Stokes-Gleichungen stellen wichtige Modellprobleme zur Modellierung
inkompressibler Fliissigkeiten dar. Klassische Finite-Elemente-Schemata fiir das
Stokes-Problem und gemischte Formulierungen fiir elliptische Probleme fithren
auf Sattelpunktsprobleme. Die zugehdrigen Matrizen sind indefinit. Die zentrale
Voraussetzung fiir die stabile Losbarkeit der diskreten Probleme ist, daB die
Ansatzriume die sogenannte Babuska-Brezzi-Bedingung erfiillen. Unter Verwen-
dung von Konstruktionsprinzipien fiir biorthogonale Wavelets (vgl. (3.4)) kann
man Multiskalen-Basen konstruieren, die die Babugka-Brezzi-Bedingung erfiillen
[DKU] oder sogar divergenzfrei sind [L, U]. Insbesondere im letzteren Fall
reduziert sich die Aufgabe auf die Behandlung eines elliptischen Problems nach
oben erwidhnten Mustern, wobei Randbedingungen, die bei Ansatzfunktionen des
Typs (3.4) oft Schwierigkeiten bereiten, mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren
angehéngt werden konnen [K]. Ferner erhélt man stabile Zerlegungen des Raumes
H(div) der Vektorfelder in L§, deren Divergenzin L, liegt [U]. SchlieBlich bleibt zu
erwihnen, dall bei Verwendung solcher Basen effiziente und im Prinzip dimen-
sionsunabhéngige Verfahren zur Berechnung der Steifigkeitsmatrizen zum Einsatz
kommen kénnen [DM].

Durch derartige Konzepte 148t sich natiirlich nur dann die gewiinschte
Effizienz erzielen, wenn das Problem eine Vergroberung iiber hinreichend viele
Skalen zuldBt. Falls dem etwa durch komplizierte Gebietsgeometrien Grenzen
gesetzt sind, wird man Gebietszerlegungsmethoden hinzuziehen miissen.
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Buchbesprechungen

Straughan, B., The Energy Method, Stability, and Nonlinear Convection, Berlin u. a.:
Springer Verlag 1991, 250 S., DM 98,-

In der vorliegenden Monographie werden Ergebnisse zur globalen Stabilitit
hydrodynamischer Konvektionsprobleme, die unter Verwendung von Ljapunow-Funktio-
nalen und damit verbundenen Differentialungleichungen gewonnen wurden, dargestellt.

Da in der Regel eine der kinetischen Energie der Abweichungen verwandte Grofie
Ausgangspunkt fiir ein Ljapunow-Funktional mit variierbaren Parametern ist, hei3t diese
Technik auch Energie-Methode.

Schon D.D. Joseph hat 1976 in seiner bekannten Monographie eine ausfiihrliche
Darstellung der Energie-Methode gegeben. Im Unterschied zu Joseph, der fast alle
Stromungsarten betrachtet, bezieht sich Straughan nur auf Konvektionsprobleme und
verwendet in wesentlichen hier nicht lokale Methoden. Lokale Bifurkationen, die etwa iiber
Stdrungsansitze beschreibbar sind, wurden nicht untersucht.

Im groben 148t sich der Inhalt des Buches von Straughan etwa so charakterisieren.
In einem Einfithrungskapitel (2) werden die Grundideen der Energie-Methode am Beispiel
von Diffusionsgleichungen diskutiert. Neben linearen werden auch solche mit quadratischer
Nichtlinearitit und gekoppelte Diffusionsgleichungen einbezogen.

Eine zentrale Stellung im Buch nimmt Kapitel 3 ein, wo die Energie-Methode auf
das Bénard-Problem angewandt wird.

In den Kapiteln 4 bis 10 wird die Energie-Methode auch auf andere fiir die Anwendungen
interessante Aufgabenstellungen iibertragen, so fiir Halbraum-Probleme, geophysikalische
Sachverhalte, auf durch Oberflichenspannungskrifte bedingte Konvektion (Marangoni-
Instabilitit) und zeitabhingige konvektive Stabilitatsfragen.

Besonderes Interesse rufen die Kapitel 11 bis 13 hervor, in denen u. a. Konvektions-
probleme der Magnetohydrodynamik und von Gemischen chemisch reagierender zéher
Fliissigkeiten untersucht werden.

Die im Anhang aufgelisteten Ungleichungen (Poincaré, Wirtinger, Sobolev) gestatten dem
Leser, die wesentlichen Abschitzungen der Ableitung der Energie-Funktionale aufgrund
der betrachteten Differentialgleichungen nachzuvollziehen.

AuBerdem sind im Anhang Fragen der numerischen Behandlung von Eigenwertproblemen
exemplarisch abgehandelt.

Die Vorgehensweise der im Buch an vielen Beispielen praktizierten Energiemetho-
de besteht zunichst in der Auswahl eines geeigneten Ljapunow-Funktionals, das in der
Regel als Energiedifferenz zwischen konvektiven und stationdren Losungen interpretiert
werden kann. Um fiir die zeitabhingigen Funktionale gewohnliche Differentialungleichun-
gen zu erhalten, die ein exponentielles Abklingen implizieren, miissen in der Regel
Variationsprobleme gel6st werden, die iiber die Euler-Lagrange-Gleichungen zu Eigenwert-
aufgaben fiithren.

Eine iibergreifende Theorie fiir die verschiedenen angesprochenen Konvektions-
probleme wird dabei nicht entwickelt, was sicherlich vom Standpunkt der jedesmal
problematischen Auswahl des Ljapunow-Funktionals auch nicht sinnvoll ist.

Obwohl die Kapitel in sich abgeschlossen sind, braucht der Leser vor allem die
Einfithrung des Kapitels 2 und das Kapitel 3 iiber die Navier-Stokes-Gleichungen, um iiber
die Begriffe und Grundideen der Vorgehensweise zu verfiigen. Solche Begriffe wie das auf
Poincaré zuriickgehende exchange of stabilities werden exemplarisch erldutert. Manches
wirkt auf einen Leser, der die Begriffswelt der Stabilitdtstheorie bei gewdhnlichen (oder
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abstrakten) Differentialgleichungen vor Augen hat, noch nicht geniigend an vorhandene
Konzepte angepafit. So charakterisiert der Autor mit nonlinear conditional stability die
Tatsache, daB die nichtlinearen Terme der Differentialgleichung einbezogen wurden und
sich die Stabilitat nur, auf kleine Abweichungen bezieht. Gemeint ist offenbar die (lokale)
Stabilitit einer Lésung im Sinne von Ljapunow.

Funktionalanalytische Hilfsmittel werden im Buch sehr sparsam eingesetzt. Eine
Ausnahme bilden die Symmetriebetrachtungen in Kapitel 4. Dort wird iiber die Untersu-
chung von quasilinearen Evolutionsgleichungen in einem abstrakten Raum die Rolle der
Symmetrie des linearen Anteils diskutiert. Die als Aisermansches Problem bekannte Frage
kann fiir eine quasilineare Gleichung mit symmetrischem linearen Operator und monoto-
nem nichtlinearen Teil positiv beantwortet werden: Aus der Stabilitit der Linearisierung
beziiglich der Ruhelage folgt die globale Stabilitit dieser Ruhelage. Ist der lineare Teil des
Problems nicht symmetrisch, wird der symmetrische Anteil betrachtet. Wie auch schon
Joseph bemerkt, wird allerdings durch diesen Symmetrisierungsvorgang der lokale
Bifurkationsmechanismus verschleiert und die Abschitzungen fiir Bifurkationsparameter
sind grob.

Eine Arbeit von Homsy (1974) zur globalen Stabilitit der periodischen Lésung
eines zeitlich periodisch angeregten Bénard-Problems, die in der Monographie von Joseph
nur kurz erwihnt wird, findet in Kapitel 10 des vorliegenden Buches gebiithrende
Aufmerksamkeit. Grob gesagt geht es darum, daB fiir das betrachtete Energie-Funktional
der Abweichungen von der periodischen Basislésung nur ,,liber viele Zyklen hinweg® gezeigt
werden kann, daB sich die Energie verringert. Interessant ist, daB diese Technik auch
eingesetzt wurde, um die globale Stabilisierbarkeit des von Boussinesq-Gleichungen
abgeleiteten Lorenz-Systems der konvektiven Turbulenz durch eine periodische Erregung
zu zeigen. Leider geht der Autor mit keinem Wort auf das Lorenz-System ein.

Abschlielend soll bemerkt werden, daB das Buch von Straughan fiir einen breiten
Leserkreis empfohlen werden kann: Fiir Biologen, Chemiker, Geophysiker, Mathematiker
und Physiker. Der Leser mochte iiber Grundkenntnisse der Hydrodynamik (etwa entspre-
chender Kapitel aus Band VI von Landau/Lifschitz) und Vektoranalysis, insbesondere
Integralsitze, verfiigen, um die wichtigsten Abschitzungen der Energie-Methode nachvoll-
ziehen zu k6nnen. Der im Buch nur kurz angesprochene funktionalanalytische Hintergrund
erfordert dagegen den auf diesem Gebiet spezialisierten Leser.

Dresden V. Reitmann

Neutsch, W., Scherer, K., Celestial Mechanics, An Introduction To Classical And
Contemporary Methods, Mannheim u. a.: B. . Wissenschaftsverlag 1992, 784 S., DM 98-

Das Buch beginnt mit astronomiegeschichtlichen Bemerkungen, von den Zeugnis-
sen der Archidoastronomie bis zu Copernicus und Kepler. Die weiteren Abschnitte des den
Grundlagen gewidmeten ersten Teils des Buches machen mit den wichtigsten Tatsachen aus
sphirischer Astronomie, den Keplerschen Gesetzen und der Newtonschen Mechanik
einschlieBlich dem Gravitationsgesetz bekannt. Besonders reizvoll ist hier der Ausflug in
die projektive Geometrie und die in Lehrbiichern meist zu kurz behandelten Kegelschnitte,
den moéglichen Bahnkurven des Kepler-Problems. Der Versuch einer analytischen Lésung
der Kepler-Gleichung, aus mathematischer Sicht zweifellos eine Herausforderung, ist im
Hinblick auf die Anwendung enttduschend. Vielleicht fithrt hier der Einsatz elliptischer
Funktionen und Integrale, wie er etwa von V. A. Brumberg aufgezeigt worden ist, deutlich
weiter. Die Begriindung von Aberration und Doppler-Effekt bricht etwas unvermittelt iiber
den Leser herein, sie wire besser im letzten Teil im Kontext der Relativitdtstheorie plaziert.
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Der zweite Teil des Buches stellt unverzichtbare Themen der klassischen Himmels-
mechanik vor, beginnend mit einem gelungenen Exkurs in die Potentialtheorie, in dem das
Potential des homogenen Ellipsoids, die Wechselwirkung zweier homogener Ellipsoide
sowie das dreiachsige Ellipsoid behandelt werden. Es schlieBt sich ein langerer Abschnitt
iiber Bahnbestimmung an. Aus der verwirrenden Fiille bekannter Verfahren haben die
Autoren eine dem einfiihrenden Charakter des Buches angemessene Auswahl getroffen. Die
Darstellung hitte die Rollen der vorldufigen und definitiven Bahnbestimmung sowie der
Bahnverbesserung durch differentielle Korrektur noch deutlicher machen sollen. Bei der
Behandlung des Gauss-Verfahrens wire die Bedeutung der von Bucerius entwickelten
Konvergenztheorie und damit der Rolle der Enckeschen Niherung zur Einleitung der
Iteration vorteilhaft gewesen. Bei der Darlegung des Verfahrens von Neutsch gewinnt man
etwas den Eindruck, dltere Verfahren wie etwa das Gauss-Verfahren wiren auf N=3
Richtungsbeobachtungen beschrankt. Bucerius hat gezeigt, daB man mehrere Beobachtun-
gen zwanglos verarbeiten kann.

Der folgende Abschnitt setzt sich mit der Formulierung von Bewegungsproble-
men in beliebig bewegten Bezugssystemen, der Cavendishschen Drehwaage und dem
Foucaultschen Pendelversuch auseinander. Daran schlieft sich eine Einfithrung in das
Mehrkoérperproblem gravitierender Massenpunkte sowie in die Storungsrechnung nach
Gauss an.

Daf} die Analysis auf Mannigfaltigkeiten, der der dritte Teil des Buches gewidmet
ist, das addquate Darstellungsmittel zahlreicher physikalischer Sachverhalte ist, steht auler
Zweifel. Viele Einsichten wie etwa in die Integrabilitdt dynamischer Systeme wiren ohne
diesen Zugang kaum gewonnen worden. Wie man sie in einer Einfithrung in die
Himmelsmechanik unter didaktischen Gesichtspunkten darlegt, ist eine schwierige Frage.
"~ Die Autoren haben eine kommentierte, summarische Darlegung der wichtigsten Begriffe
und Sachverhalte gewihlt, unter Verzicht auf Beweise und jedwede veranschaulichende
Abbildung. Damit wird mancher Nichtmathematiker wohl seine Not haben. Diesen Lesern
ware eine Entwicklung des mathematischen Bildes aus den himmelmechanischen Sachver-
halten heraus, die relativistische Himmelsmechanik eingeschlossen, eher zugénglich. Das
bekannte Lehrbuch von Arnol’d iiber klassische Mechanik setzt hier Mafstibe. Fiir einen
Dozenten der Mathematik mag der Teil des Buches durchaus ein reizvoller Entwurf fiir eine
Vorlesung sein.

Der folgende Teil behandelt fortgeschrittene Methoden, genauer eigentlich die
Darstellung der alternativen Fassungen von Bewegungsproblemen nach Lagrange, Hamil-
ton und Jacobi in der Sprache der Analysis auf Mannigfaltigkeiten. Dariiber hinaus werden
Linearisation und Regularisierung sowie Lie-Gruppen und Algebra und das Noethersche
Theorem dargestellt. Hier gilt das bereits Gesagte, das Darstellungsmittel gerit etwas zu
sehr zum Selbstzweck; ein Student der Astronomie oder Physik, der eine traditionelle
Kursvorlesung zur theoretischen Mechanik gehort hat, wird nach der Notwendigkeit des
hohen mathematischen Aufwandes fragen. Das wird noch deutlicher, wenn im folgenden
Teil iiber Anwendungen nur mehr andeutungsweise die Analysis auf Mannigfaltigkeiten
eingesetzt wird.

Dieser letzte Teil geht ein auf die Theorie der Gleichgewichtsoberflachen rotieren-
der Himmelskorper, die Theorie der Mond- und Planetenbewegung und gibt einen Exkurs
in die Einsteinsche Gravitationstheorie. Wenn manches auch nur skizziert ist, so gelingt es
den Autoren doch, eine Fiille wissenswerter Details mitzuteilen und an eine Reihe von
Fragestellungen heranzufiihren, die Forschungsgegenstand sind.

Das Buch fiihrt thematisch breit und doch geschickt in der Auswahl in die
Himmelsmechanik ein. Es ist fliissig geschrieben und sorgfiltig Korrektur gelesen. Mit
moderner Textverarbeitung sollte in einer zweiten Auflage das an einen Manuskriptdruck
erinnernde Erscheinungsbild beseitigt werden, gerade auch der Lesbarkeit wegen. Vor allem
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aber sollte eine engere Verbindung der mathematischen und astronomischen Aspekte
angestrebt werden.

Insgesamt ist das Buch eine lesenswerte und anregende Einfithrung in das sich
lebhaft entwickelnde Gebiet der Himmelsmechanik, in der viele Fragen der nichtlinearen
Dynamik lange gestellt sind und die heute auf ein breites Spektrum effizienter Methoden der
symbolischen Formelmanipulation, der Stérungsrechnung und des wissenschaftlichen
Hochleistungsrechnens zuriickgreifen kann.

Studierende der Astronomie, Physik und Mathematik werden das Buch etwa am
Ende des Grundstudiums mit Gewinn lesen.

Miinchen M. Schneider

Deschauer, S., Das zweite Rechenbuch von Adam Ries (Eine moderne Textfassung
mit Kommentar und metrologischem Anhang und einer Einfithrung in Leben und Werk des
Rechenmeisters), Braunschweig u. a.: Friedrich Vieweg & Sohn Verlagsgesellschaft 1992,
237S., DM 54,

Titel und Untertitel sagen prézise, worauf der potentielle Leser des vorliegenden
Buches sich freuen kann. Sein Herz ist der von Deschauer ins heutige Deutsch iibertragene
Text des zweiten Rechenbuches von Adam Ries. Es ist das Buch, das Adam Ries zum
sprichwortlichen Rechenmeister machte. Um dieses Herzstiick sind gruppiert:

Eine Beschreibung des Lebens und Werkes von Adam Ries, sowie eine Wiirdigung
seines didaktischen Geschicks, der Grundlage fiir die in Raum und Zeit weite Verbreitung
seines Rechenbuches. Dabei beméngelt Deschauer, daB seines Wissens eine Wiirdigung von
Riesens Beitrag zur deutschen Sprachentwicklung seitens der Germanisten noch fehlt, daB
seine Biicher in deutschen Literaturgeschichten nicht einmal erwihnt werden.

Eine Beschreibung von vier Seiten Léinge des formalen und inhaltlichen Aufbaus
des Buches, die einen schnellen Uberblick gestattet. Dabei hilft die von Deschauer
vorgenommene Numerierung der Aufgaben, die es im Original nicht gibt.

Ein ausfiithrlicher Kommentar, der nicht nur dem zufélligen Leser eines Buches zur
Geschichte der Mathematik zu einem besseren Verstindnis des Riesschen Buches verhilft.
Hier werden auch Verbindungen zum heutigen Schulunterricht aufgezeigt.

Ein metrologischer Anhang. Dies ist das Glanzstiick des Buches, wenn man von
Riesens Text absieht. In ihm werden alle Wahrungseinheiten, MaBle, Gewichte, Zeitmale,
Waren und ihre Preise, etc., die in Riesens Buch vorkommen, aufgelistet, zueinander in
Beziehung gesetzt, und die Stellen angegeben, wo sie vorkommen, wobei die von Deschauer
vorgenommene Numerierung der Aufgaben sich wieder als sehr niitzlich erweist.

Es gibt ferner noch Listen von Personen- und Berufsgruppen, von Eigennamen und
von Stidten, wobei jeweils wieder die Stellen angegeben sind, wo die entsprechenden
Eintrdage vorkommen.

Die Anhiénge sind eine groBe Hilfe bei der ErschlieBung des Riesschen Textes.

Das Buch endet mit einem ausfithrlichen Literaturverzeichnis.

Zu erwihnen sind ferner die vielen schénen Abbildungen, die der Auflage 1578 des
Riesschen sowie der dritten Auflage des Widmanschen Rechenbuches (1508) entnommen
sind.

Kaiserslautern H. Liineburg
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Ablowitz, M. J., Clarkson, P. A., Solitons, Nonlinear Evolution Equations and Inverse
Scattering (London Mathematical Society Lecture Note Series, 149), Cambridge: University
Press 1991, 5168S., pb., £ 27.95

Seit in der Mitte der 60er Jahre Rekurrenzphdnomene bei nichtlinearen Gleichun-
gen der Plasmaphysik und der Flachwasserwellentheorie entdeckt wurden, hat man eine
Vielzahl von Lésungsmethoden fiir diese sogenannten Solitongleichungen gefunden.

Statt von Solitongleichungen spricht man etwas allgemeiner von ,integrablen
Systemen“. Unter geometrischer Betrachtungsweise kann man solche Systeme auch als
Kompatibilititsbedingung zwischen hoherdimensionalen linearen Gleichungen verstehen.
Wenn man die Orbits beziiglich der unabhiingigen Variablen als geodatische Linien auffaft,
so bedeutet diese Kompatibilitdt das Verschwinden der Kriimmung, daher spricht man hier
auch von der ,zero curvature“ Bedingung. Weiterhin wurden die gruppentheoretischen
Aspekte dieser integrablen Systeme aufgeklart, was zur Konstruktion spezieller Losungen
fithrte, darunter insbesondere den Solitonlésungen, welche sich als Orbits auf invarianten
Mannigfaltigkeiten, die durch gruppentheoretische Reduktion erhalten werden, herausstel-
len.

Heute ist eine groBe Anzahl vollstindig integrabler partieller Differentialgleichun-
gen in einer Raum- und einer Zeitdimension bekannt. Dariiberhinaus gibt es Verallgemeine-
rungen auf n+1 Dimensionen, sowie dhnliche Phinomene im Bereich der Differenzen-
gleichungen, der Spinketten und neuerdings auch unter den zellularen Automaten.

Das vorliegende Buch behandelt als zentrales Thema die klassische Inverse
Streumethode. Dabei geht es darum, die Kompatibilitit, die durch die zero curvature
Bedingung gegeben ist, auszunutzen und das betrachtete nichtlineare System als isospektra-
len FluB eines Differential- oder auch eines anderen geeigneten Operators aufzufassen.
Dadurch wird die zugrunde liegende nichtlineare Gleichung formal linearisiert, denn die
Streudaten unterliegen wegen der Isospektralitét einer linearen Evolution. Die Riickberech-
nung von den zeitabhingigen Streudaten auf die zugrunde liegende Feldfunktion der
nichtlinearen Gleichung bezeichnet man als Inverse Transformation. Das bekannteste
Beispiel der Losung einer nichtlinearen Gleichung durch diese Methode ist der Fall der
Korteweg-de Vries-Gleichung, die als isospektraler FluB} des klassischen eindimensionalen
Schrodinger-Operators verstanden werden kann. Fiir die Konstruktion expliziter Losungen
stellt die Inverse Streumethode auch heute noch eines der méchtigsten Werkzeuge dar.

Das vorliegende Buch beginnt mit einer sehr schénen Einfiihrung, in welcher,
neben einem kurzen geschichtlichen Abril3, die Entwicklung des Gebiets und die grundle-
genden Ideen diskutiert werden. Daneben findet man schon hier eine Vielzahl von
Beispielen fiir vollstiandig integrable Systeme nebst den assoziierten Streuproblemen. Auch
die physikalischen Aspekte, welche viele dieser Gleichungen aufweisen, werden nicht
vernachlissigt. So findet man in der Einfithrung eine Ableitung der Kadomtsev-Petviashvili-
Gleichung, die fiir die mehrdimensionale Beschreibung nichtlinearer Wellen in flachem
Wasser Bedeutung hat. Unter dem angegebenen Katalog integrabler Gleichungen befindet
sich eine Fille von Information von der Korteweg-de Vries-Gleichung bis zu den
selbstdualen Yang-Mills-Feldern. Schon dieses Kapitel wird dem Leser, der einen schnellen
Uberblick iiber das Gebiet wiinscht, eine unschitzbare Quelle sein.

Im zweiten Kapitel wird dann am klassischen Beispiel der Kortewege-de Vries-
Gleichung die Inverse Streumethode fiir Wellen auf der unendlichen Linie im Detail
durchgerechnet. Weitere Informationen iiber Hamiltonische Struktur, iiber erste Integrale,
sowie die Darstellung in Wirkungs- und Winkelvariablen werden abgeleitet, auBerdem
werden Bécklundtransformationen und Painlevétest kurz gestreift.

Im dritten Kapitel werden dann die bisher eher beispielhaft priasentierten Methoden
zu einer allgemeinen Theorie der Inversen Streumethode fiir zwei unabhéngige Variablen
ausgebaut. Im Detail wird insbesondere das Riemann-Hilbert-Problem fiir n X n-Systeme
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behandelt. Aulerdem werden jene beiden Gleichungen aus der nichtlinearen Flachwasser-
wellentheorie, die es notwendig machten, die relativ einfache Formulierung der Inversen
Streumethode im Fall der Korteweg-de Vries-Gleichung zugunsten der etwas komplizierte-
ren Riemann-Hilbert-Methode zu verlassen, behandelt, namlich die Benjamin-Ono-Glei-
chung und die Intermediate-Long-Wave-Gleichung; beide beschreiben die Ausbreitung
nichtlinearer Wellen bei groferer Wassertiefe.

Im darauf folgenden Kapitel wird dann die Ubertragung der Inversen Streumetho-
de auf 2 + 1-dimensionale Probleme behandelt. Hier werden insbesondere die Kadomtsev-
Petviashvili-Gleichung, die Davey-Stewartson-Gleichung und die damit zusammenhzngen-
den anderen Systeme in der unendlich ausgedehnten Ebene behandelt. Konsequenterweise
wird dann im darauffolgenden Kapitel die Erweiterung der Riemann-Hilbert-Methode zur
sogenannten D-bar-Methode, welche auch als Verallgemeinerung der Inversen Streumetho-
de aufgefaflt werden kann, vorgestellt. Diese erschliet einem dann die Behandlung von
Gleichungen mit mehr als 2 + 1 unabhingigen Variablen.

Das siebte Kapitel weicht etwas vom bisherigen Schwerpunkt ab. Darin wird in die
sogenannte Painlevé-Analyse nichtlinearer Gleichungen eingefithrt. Zuerst wird der
klassische Ursprung dieses heuristischen Tests auf Integrabilitit behandelt, sowie ein
Riickblick auf den Zusammenhang zwischen Painlevé-Transzendenten und der Unterschei-
dung zwischen fixierten und bewegbaren Singularititen bei gewdhnlichen Differentialglei-
chungen gegeben. Auch dieser Teil kann wieder als leicht lesbare und griindliche Einfithrung
in dieses Spezialgebiet angesehen werden. Danach wird die von Ablowitz, Ramani und
Segur formulierte Painlevé-Vermutung behandelt. Diese Vermutung besagt, daB jede
gewohnliche Differentialgleichung die sich, modulo der Transformation von Variablen, als
Ahnlichkeitsreduktion einer vollstindig integrablen partiellen Differentialgleichung ergibt,
vom Painlevé-Typ ist, also nur bewegliche Singularititen hat. Diese Vermutung wird dann
als heuristische Bedingung fiir die vollstandige Integrabilitit von partiellen Differentialglei-
chungen verstanden, und es werden eine Reihe von nichtlinearen Gleichungen behandelt,
die diesen Test erfiillen und in der Tat auch vollstéindig integrabel sind. So zum Beispiel die
zylindrische Korteweg-de Vries-Gleichung, die Double-sine-Gordon-Gleichung, die modi-
fizierte BBM-Gleichung und andere mehr. Die Methode wird dann zur heute iiblichen
heuristischen Methode des sogenannten Painlevé-Tests erweitert.

Das Buch schlieft mit einer Liste offener Probleme, einem beeindruckenden
Literaturverzeichnis, sowie Anhingen, in denen mathematische Grundlagen zur Verfiigung
gestellt werden.

Natiirlich behandelt das Buch nur einen Aspekt der vollstindigen Integrabilitit
und muB notgedrungen eine Reihe wichtiger Perspektiven und Methoden auslassen. So
werden zum Beispiel Randwertprobleme, Symmetriegruppenstruktur oder auch spezielle
Losungen in periodischen Fillen nur ganz kurz gestreift. Auch die Lie-Algebra-Methoden
zum Verstandnis der vollstindigen Integrabilitit werden nur am Rande erwahnt. Natriilich
hatte eine dhnlich griindliche Behandlung dieser Aspekte auch weit iiber den Rahmen dieses
doch immerhin schon 500seitigen Buches hinausgefiihrt.

Insgesamt handelt es sich um ein griindlich geschriebenes, auBlerordentlich kennt-
nisreiches Buch, kein Wunder, denn einer der Autoren, Mark Ablowitz, hat die Entwicklung
der Inversen Streumethode ja entscheidend vorangetrieben, beeinfluit und mitformuliert.

Das Material, welches dieses Buch erschlief3t, ist in seiner Fiille iiberwiltigend und
gibt gerade demjenigen, der sich ein modernes Gebiet durch Methoden der klassischen
Analysis erschlieBen méchte, einen tiefen Einblick. Das Buch ist gleichermaBlen als
Informationsquelle fiir aktive Forscher geeignet, wie auch als Einfithrungslektiire fiir
diejenigen, denen das Gebiet neu ist.

Paderborn B. Fuchssteiner
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Pilyugin, Sergei Yu., Introduction to Structurally Stable Systems of Differential
Equations, Basel u. a.: Birkhauser 1992, 188 S., DM 98.-

Die neue Technik 148t uns nachgerade zu einem Volk von Setzern werden. Das
Flurgesprich bei Tagungen ist nicht der neue Satz, sondern das neue schnelle Satzpro-
gramm. Die Verlage lassen sich die Verschiebung der Pflichten gerne gefallen: Das
reproduktionsfahig gelieferte Manuskript wird vervielfaltigt, fest gebunden, wie ein
Markenprodukt glanzkaschiert verpackt und vermarktet. Es kostet nicht weniger als frither
ein Buch - jedenfalls fiir den Kéufer, der es lesen will. Den Verlag kostet es natiirlich viel
weniger, und weil dadurch das Risiko fiir das einzelne Buch geringer ist als frither, hat beim
Verlag vor Erscheinen auch niemand das Manuskript gelesen, denn das rentiert sich nicht.
Kurzum, zwischen einem Buch und einem vervielfiltigten Vorlesungsmanuskript ist nach
dem AuBeren nicht mehr zu unterscheiden. Es wire wohl angebracht, wenn wenigstens bei
Besprechung der Verlagsprodukte deutlich unterscheidende Rubriken eingefithrt wiirden:
Biicher, Skripten fiir Anfianger, Lecture Notes, KongreBberichte, ... .

Hier handelt es sich um Lecture Notes. Man erkennt das schon auf Seite 0, wo die
»List of Symbols“ nicht etwa die Symbole im Buche zur Hilfe und Orientierung auffiihrt,
sondern vielmehr nur die Bezeichnungen einfiihrt, mit denen es losgeht. Die Form der Liste
erspart dabei sorgféltigere Erkldrungen, wie es zum Beispiel gemeint sei, wenn es heif3t: ,,For
a map fof variables ¢, ..., &, we write fe kal{’jj.;g'z" if fis of class C% with respect to &“. Der
Index am Ende hat zwei Spalten, ist also so gut wie nicht vorhanden. Das Literaturverzeich-
nis von 40 Eintrdgen wird im allgemeinen ziemlich pauschal zitiert, ohne Angabe von Satz
oder Seite. Aber wo es sich gelegentlich nur um die genauere Ausfithrung einer einfachen
Uberlegung handelt, wie daB} ein Vektorfeld, das am Rande eines Rechtecks iiberall nach
aullen zeigt, im Innern eine Nullstelle haben muB, da sieht sich der Student, durch dessen
Brille wir das Buch auch einmal ansehen wollen, auf eine Veroffentlichung in russischer
Sprache, und da auf die Begriindung durch drei verschiedene Sitze verwiesen (S. 104/105).
Es gibt viele Druckfehler und manche kleinere Ungenauigkeit. So behauptet der Autor zu
Beginn von Ch. 2, daB sich bei topologisch dquivalenten Fliissen ¢, y eine Zeittransforma-
tion 7(¢, x) finden lasse, so daB fiir die Aquivalenz 4 gilt

23)  hlp@, x) =y, x), h(x),

und versichert: It follows from the continuity of ¢,  and from (2.3), that the function 7 is
continuous.“ Das folgt aber keineswegs, wie man z. B. an Differentialgleichungen sieht, die
auf R lokal um 0 mit x=x bzw. x=x3 iibereinstimmen. Die Schwierigkeit entsteht aber
tatsdchlich nur an Fixpunkten, und die sollte man im folgenden gelegentlich vorweg
betrachten.

Bewiesenes und Unbewiesenes oder nur teilweise und skizzenhaft Bewiesenes halt
sich in dem Buch die Waage, etwa 20 zusitzliche Figuren und etwa 200 Seiten zusétzlicher
Erlauterungen, Erkldrungen und Motivationen wiren fiir ein Lehrbuch fiir Studenten
angemessen, und auch ein paar mehr als die drei expliziten Beispiele wiren willkommen.
Das Englisch, das der Autor selbst hergestellt hat, ist im allgemeinen mathematisch
hinreichend verstandlich, jedenfalls beheben sich Zweifel iiber das Gemeinte im Fortgang
der Lektiire. Lecture Notes also.

Und zwar wertvolle und willkommene Lecture Notes, denn der Autor steuert ohne
Umschweife und ohne Scheu vor harter Arbeit auf sehr zentrale Ergebnisse los. Nach
vorbereitenden Erklarungen wird in Ch.3 der Satz iiber die stabile und instabile
Mannigfaltigkeit im C'-Fall (lokal und global) vollstindig bewiesen. In Ch.6 werden
Transversalititsbedingungen fiir diese Mannigfaltigkeiten eingefiihrt (Kupka-Smale-Syste-
me) und wichtige Ergebnisse wie das -Lemma hergeleitet, was ungefihr besagt, daB eine zur
stabilen Mannigfaltigkeit transverse Scheibe fiir # — % gegen die instabile Mannigfaltigkeit
geht. In Ch. 7 wird gezeigt, dal Kupka-Smale-Systeme generisch sind. Hier wird ein biBchen
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zitiert, aber eigentlich nur, weil den Autor offenbar die Geduld verlassen hat, gewisse
einfache Bastelarbeiten durchzufiihren (S. 85). In Ch. 8 geht es um das berithmte Closing-
Lemma von Pugh, das besagt, daBl man einen nicht wandernden Punkt durch beliebig kleine
Stérung des Vektorfeldes zu einem Punkt auf einem geschlossenen Orbit machen kann.
Bewiesen wird der Satz allerdings nur fiir C%kleine Stérungen, was sehr elementar ist. In
Ch. 9 wird (unter etwas verstarkten Differenzierbarkeitsannahmen) gezeigt, daB strukturell
stabile Systeme Kupka-Smale-Systeme sind. In Ch. 10 ist von transversen homoklinischen
Punkten die Rede, allerdings werden nur Systeme auf der Ebene unter zusitzlich technisch
erleichternden Annahmen (Linearitidt um den Fixpunkt) diskutiert, und es wird nur gezeigt,
daf es beliebig nahe an dem homoklinischen Punkt Orbits beliebig hoher Periode gibt. In
Ch. 11 folgt eine Einfithrung in die Geometrie der Morse-Smale-Systeme. Das 12. Kapitel ist
das eigentliche Ziel, der Hauptteil des Buches. Es wird bewiesen, dal Anosov-Systeme
strukturell stabil sind. Hier ist der Autor in seinem Element, in seinem eigenen Arbeits- und
Fachgebiet, was sich allerdings auch daran zeigt, daBl die Darlegungen immer skizzenhafter
werden, und alle Hinweise und Erkldrungen ginzlich wegbleiben, wo sie am dringendsten
notig waren. Dieses Kapitel ist sicher besonders interessant fiir den Experten, und es im
Einzelnen auszufithren wire schon eine tiichtige Diplomarbeit. In einem Appendix wird ein
Beweis des Satzes von Hartman und Grobman iiber die topologische lokale Linearisierung
eines Flusses um eine hyperbolischen Punkt mit geometrischen Methoden gefiihrt.

Viel Inhalt und Substanz also, auf engem Raum von weniger als 200 Seiten, ein
Leitfaden fiir den Fachmann, der imstande ist, in einer Vorlesung vieles im Einzelnen
auszufithren, zu erklidren und mit Beispielen oder gar Aufgaben anzureichern.

Regensburg Th. Brocker

Saad, Y, Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems, Manchester: Manche-
ster University Press 1992, 346S., $69.-

Die numerische Losung von Eigenwertproblemen ist ein wichtiger Bestandteil der
Losung vieler Anwendungsprobleme, z. B. in der Strukturmechanik, Quantenchemie, bei
der Modellierung elektrischer Netzwerke, in der Regelungstechnik und in vielen anderen
Anwendungen. Wiahrend die numerischen Methoden fiir kleine Eigenwertprobleme (Di-
mension z < 500) heute ausgereift und in numerischen Softwarepaketen enthalten sind, ist
die Losung von sehr groBen Eigenwertproblemen, insbesondere mit unsymmetrischen
Matrizen, ein weit offenes Gebiet und Gegenstand aktueller Forschung. Da die Anwen-
dungsprobleme vielfach auf Probleme der Dimensionen n>10° fithren, spielen fiir die
numerische Losung sowohl Uberlegungen zur effektiven Speicherung durch spezielle
Datenstrukturen als auch die Anpassung der Algorithmen an die vorhandene Rechnerarchi-
tektur eine wichtige Rolle. Die mathematische Literatur zur Behandlung insbesondere sehr
grofler Eigenwertprobleme ist noch sehr beschrinkt. Neben Abschnitten iiber Eigenwert-
probleme in Lehrbiichern der Numerischen Linearen Algebra wie etwa die Biicher von
Bunse/Bunse-Gerstner [1], Zurmiihl/Falk [8], Golub/Van Loan [4] und Watkins [6] sind
als Spezialliteratur zur numerischen Lésung von Eigenwertproblemen eigentlich nur die
Klassiker von Wilkinson [7] und Parlett [5], sowie die Biicher von Chatelin [2] und Cullum/
Willoughby [3] verbreitet.

Das hier vorgestellte Buch schlieBt hier eine Liicke und dokumentiert insbesondere
die Entwicklungen in den letzten 10 Jahren.

Nach einer Einfithrung in die benotigten Grundkonzepte der Linearen Algebra und
Kapiteln iiber diinn besetzte Matrizen, sowie einer ausfiihrlichen Betrachtung der Storungs-
theorie und Fehleranalyse fiir das Standardeigenwertproblem werden dann die verschiede-
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nen Methoden fiir groBe Eigenwertprobleme beschrieben. Dabei sind von der Potenzmetho-
de und inversen Iteration, iiber Unterraumiteration bis zu den Krylovraummethoden alle
wichtigen Methoden diskutiert. Dazu kommen Teilabschnitte iiber Beschleunigungs- und
Prikonditionierungstechniken. An Schluf} folgen noch ein Kapitel iiber verallgemeinerte
Eigenwertprobleme und ein motivierendes Kapitel iiber Anwendungen von Eigenwertpro-
blemen.

Das Buch dokumentiert im wesentlichen vollstindig den aktuellen Stand der
Forschung im Jahre 1991. Neueste Entwicklung mit look-ahead Lanczos Algorithmen sind
allerdings nur andeutungsweise vorgestellt.

Das Buch ist sehr iibersichtlich aufgebaut und liefert neben vielen Details zur
praktischen Nutzung der Verfahren auch kurze und leicht nachvollziehbare Beweise fiir die
wichtigen theoretischen Resultate in diesem Bereich. Dazu kommen zahlreiche Beispiele
und eine Fiille von im groBen und ganzen sehr schénen Ubungsaufgaben, die das Buch auch
als Lehrbuch fiir eine Spezialvorlesung geeignet erscheinen lassen.

Einige Kritikpunkte seien jedoch angebracht. Das Kapitel II iiber diinn besetzte
Matrizen féllt etwas aus dem Zusammenhangsrahmen des Buches und hitte durchaus,
vielleicht kombiniert mit einer Ubersicht iiber vorhandene Software, am Ende des Buches
stehen konnen. Dagegen wire das sehr motivierende Kapitel X meiner Ansicht nach besser
am Anfang des Buches plaziert.

Die meisten der angesprochenen Algorithmen bauen in irgendeiner Phase auf der
Losung eines kleinen Eigenwertproblems auf. Leider ist die Lésung von kleinen Eigenwert-
problemen iiberhaupt nicht diskutiert. Ein kurzer Abschnitt iiber den QR-Algorithmus
wire meines Erachtens zur Vollstindigkeit des Buches angebracht.

Dazu wire bei der Fiille der Verfahren eine Orientierungs- oder Entscheidungshilfe
fiir die Auswahl eines bestimmten Verfahrens fiir eine gegebene Problemklasse sehr sinnvoll
gewesen, da so der Leser und insbesondere der Praktiker eher verwirrt als informiert sind.

Vor der Drucklegung hitte eine etwas ausfiihrliche Korrektur viele unnétige und
offensichtliche Tippfehler und insbesondere Fehler beim Layout vermeiden kénnen.

Insgesamt ist das Buch eine Bereicherung der Spezialliteratur der Numerischen
Linearen Algebra.

[1] Bunse, W.; Bunse-Gerstner, A.: Numerische Lineare Algebra, Stuttgart: Teubner 1984

[2] Chatelin, E.: Valeurs Propre de Matrices, Paris: Masson 1988

[3] Cullum, J.; Willoughby, R.: Lanczos Algorithms for Large Symmetric Eigenvalue Computat-
ions, Basel: Birkhiduser 1985

[4] Golub, G. H.; Van Loan, C. F.: Matrix Computations, 2nd ed., Baltimore: Johns Hopkins Univ.
Press 1989

[5] Parlett, B. N.: The Symmetric Eigenvalue Problem, Englewood Cliffs: Prentice Hall 1980

[6] Watkins, D. S.: Fundations of Matrix Computations, New York: John Wiley 1991

[7] Wilkinson, J. H.: The Algebraic Eigenvalue Problem, Oxford: Clarendon Press 1965

[8] Zurmiihl, R.; Falk, S.: Matrizen Teil 2, 5. Aufl., Berlin: Springer 1986

Chemnitz V. Mehrmann

Berline, N., Getzler, E., Vergne M., Heat Kernels and Dirac Operators (Grundlehren
der Mathematischen Wissenschaften, Bd. 298), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1992, 369 S.,
DM 118,-

The mathematical definition of Dirac operators on Riemannian manifolds was
given in 1963 by Atiyah, Singer and Lichnerowicz. Combining ideas form quantum physics,
differential geometry and Lie groups, these operators soon played a fundamental role in
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large areas of mathematics: index theory for elliptic operators, gauge theory, characteristic
classes and geometric quantization in a broad sense for Lie groups. One can hardly
overestimate the importance and depth of this circle of ideas, for which the Atiyah-Singer
Index Theorem remains a cornerstone.

In recent years we have witnessed a remarkable maturing and clarification of index
theorems for Dirac operators. First, elementary and direct geometrical-analytical proofs are
available, primarily due to Bismut and the authors of the present book; here the approach is
via the heat equation, pioneered by Gilkey and Patodi. Second, the framework and
philosophy (attributed to Quillen by the authors) emerges as one of quantization: Dirac
operators are a quantization of the theory of connections, and the Chern character quantizes
as the supertrace of the heat kernel of the square of the Dirac operator. In the same way, the
equivariant index may be expressed in terms of equivariant differential forms corresponding
to what happens in Weyl’s character formula and in Kirillov’s formula. Let us consider the
basic setup: M is an oriented 2/-dimensional Riemannian manifold with cotangent bundle
T*M and corresponding exterior algebra bundle AT*M. C,(M) denotes the Clifford
algebra generated by T*M and relations

a o, + a0y = —2(ay, ay).
We have the canonical symbol map
olay...q)=ayrn...A@ (ay,..., a orthogonal)

giving a linear isomorphism from C,(M)to AT* M. A Clifford module is a Z,-graded bundle
E=FE*eE~ with a bundle map

c:T*M ~ End(F)

satisfying the conditions
c(ay)c(ay) + c(ar)c(ay) = —2(ay, ay), and
c(a) exchanges the bundles E* and E~.

It is a crucial remark, that a section k of the bundle End(E) via the symbol map becomes a
differential form g (k) with values in Endcgyy(E). (if M is spin and E the spinor bundle, g (k) is
an ordinary differential form.) Assume that on E there is given a connection V% satisfying

7%, c(@)] = c(Pxa)

where X is a vector field, @ an one-form, and V the Levi-Civita connection on M.
Now we can write down the Dirac operator D associated to V'£:

D=coVE

where V£ maps sections of E to sections of T*M®E, and ¢: T*M®E ~ E is the Clifford
multiplication. D is an elliptic first-order differential operator acting on sections of E.
Examples of kernels of such Dirac operators are: the de Rham cohomology of M, sheaf
cohomology with coefficients in a holomorphic vector bundle (M Kéhler), and harmonic
spinors on M (M spin).

The heat equation method studies the semigroup e“”’z(t > 0) which is a smoothing
operator given by an integral kernel H(z,x,y). The central object is the symbol of its
diagonal values:

o(H(t, x, x))

which is a differential form with values in Endcy(E).
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This is exactly where the book under review devotes its first major effort: to study
the asymptotics locally of H(, x, x) for ¢ — 0, thus deriving the Atiyah-Singer index theorem
for D:

(1)  ind(D)=Qni)" [ AM)ch(E/S).
M

Here ind (D) = dim (ker (D)) — dim (ker (D))

where D* resp. D~ is the restriction of D to sections of E* resp. E~. The integrand is built form
two differential forms: the relative Chern character ch(E/S) (coming from the so-called
twisting curvature of E') and the 4-genus of M defined by

4 — 1/2 R/2 )
2) A(M) = det (—sinh &2 )

Here R is the Riemannian curvature of M viewed as a skew-symmetric matrix with 2-form
coefficients. The proof goes via exact calculations of supertraces: Str(4) for A an
endomorphism of E, is defined as the trace of I'Z, where I'is +1 on E; and —1 on E; . In fact

3) lirr(1) StrH(t, x, x) = (27:1')”/3 (M)ch(E/S)

in the sense that the left-hand side multiplied by the Riemannian volume element has as limit
the 2/-form piece of the right-hand side. Furthermore, this form is obtained explicitly from
the small-time asymptotics of o (H(t, x, x)).

Thus we have arrived in a little more technical way at the main themes of this book:
Calculate limits of heat kernels as in (3) to establish local formulas for the index (1) and
explain why characteristic classes such as (2) make a universal appearance both here and in
the Kirillov character formula from representation theory of Lie groups.

It may seem that a classical topic as index theory with a 30 year history and a vast
literature does not today warrant a textbook. However, as Berline, Getzler and Vergne so
amply demonstrate in their admirable book, the last 5-10 years have given us completely
new proofs, simpler calculations and better insights into the theory. This book is not only a
timely roundup of recent ideas, it is itself contributing a fresh look at many details and giving
the quantization principle a guiding role in the modern approach.

The book starts by a short background on differential geometry (also remarkably
clear) including some supergeometry; the basic constructions of heat kernels are done
following the tradition of Berger-Gauduchon-Mazet (rather than pseudodifferential
operators). The calculation of the index (3) is done via a rescaling trick, which approximates
D? by a harmonic oscillator operator for which one knows explicitly the heat kernel.

In the second half of the book the authors turn to the equivariant case, i.e. there is a
compact group of isometries leaving D invariant and one wants local formulas for the
difference of group characters on ker(D*) and ker(D ") respectively.

The equivariant version of (1), (2) and (3) are proved giving the relevant (and of
independent interest) definitions and properties of equivariant differential forms and
characteristic classes. Using this and a localization principle, Kirillov’s character formula
for representations of a compact Lie group is established. The final topics are index bundles
for families of Dirac operators and the family index theorem with such recent tools as
superconnections and corresponding transgression formulas.

My impression of this book is primarily that it is a pleasure to read. Every important
point receives a clear proof (of course not waisting time discussing really well-known things
like how to prove that the second Stieffel-Whitney class is the obstruction to spin-structure),
and nothing is swept under the rug. Through all the technicalities one feels the author’s
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affection for the material and enthusiasm for the beauties of the subject. One hardly notices
the lack of exercises, because the text is so rich.

Of course, even this book is not the final word on index theory. It is written from the
point of view of analysis and Lie group theory and not from say a topological point of view.
There is no K-theory and no general elliptic operators; but for the analytical and explicit
geometrical side (presumably also important for applications in string theory) it is
outstanding, both as a text for advanced graduate students and for mathematicians
interested in learning this fascinating idea of finding local formulas for objects in global
analysis. Berline, Getzler and Vergne have paved the way for the next 30 years of index
theory: character formulas, analytical torsion, eta-invariants, string theory, topological
quantum field theory?

Odense B. Orsted

Orlik, P., Terao, H., Arrangements of Hyperplanes (Grundlehren der mathemati-
schen Wissenschaften, Band 300), Berlin u. a.: Springer-Verlag 1992, 325S., DM 118,-

DaBl Hyperebenen-Arrangements eine hochinteressante Sache sind, ist das be-
kannt? Sie sind es, auch deshalb, weil sie einen Schnittpunkt von so vielen Entwicklungsli-
nien der Mathematik bilden, so viele Fragen, Methoden, Resultate und Theorien
(Geometrie, algebraische Topologie, Kombinatorik, Algebra und Gruppentheorie) zusam-
menfithren, die sich nahekommen, ohne sich alle im selben Punkt zu schneiden: so dal man
die Struktur der Theorie selbst als Arrangement auffassen konnte. Dall dabei nicht alle
Entwicklungen véllig geradlinig verlaufen, daB} es sich mehr um ein ,,Pseudoarrangement®
handelt, macht all dies nur interessanter.

Der Grundlehren-Band von Orlik und Terao erzdhlt davon schon in seiner
wunderbaren Einleitung, erzihlt von den einfachen Urspriingen der Theorie: dem Zihlen
der Regionen, in die der R? durch 7 Schnitte geteilt wird, die Konstruktion von simplizialen
Geradenkonfigurationen in der Ebene, der Berechnung der Kohomologie des Raums aller
Punkte des C” mit n verschiedenen Koordinaten (dem klassifizierenden Raum der gefarbten
Zopfgruppe), und anderen. Er skizziert die verschiedenen Entwicklungslinien, die neuen
Methoden, die allgemeineren Fragestellungen, die im Laufe der Zeit dazugekommen sind.
Und er nennt Hohepunkte, darunter

- die allgemeine Zghltheorie fiir reelle Arrangements von Zaslavsky [14],

- die Klassifikation der reellen und der unitiren Spiegelungs-Arrangements [10] (siche auch
[4, 3, 91Y).

- die kombinatorische Konstruktion der Kohomologie-Algebra des Komplements fiir
komplexe Hyperebenen-Arrangements, von Orlik & Solomon [7],

— der Satz von Deligne [5], daB fiir reelle, simpliziale Hyperebenen-Arrangements das
komplexifizierte Komplement ein K (7, 1)-Raum ist,

- und der Faktorisierungssatz von Terao [12] fiir ,freie“ Hyperebenen-Arrangements.

Der Hauptteil des Bandes konzentriert sich dann auf drei groie Teilbereiche:

- die Theorie der freien Hyperebenen-Arrangements,
- die Topologie von komplexen Hyperebenen-Arrangements und
- die Struktur der Arrangements von unitdren Spiegelungsgruppen.

In diesen Gebieten wird die Theorie griindlich und umfassend erklart. Das Buch ist eine
verlaBliche Grundlage fiir verschiedene Vorlesungen, wobei man sich bei der Fiille des
dargebotenen Stoffes auf Teile beschrinken mufl - der Band ist aus Vorlesungen von
Solomon, Orlik und Terao sowie aus CBMS-Lectures von Orlik [6] entstanden und enthilt
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genug Material fiir mehrere Vorlesungen. ,,Arrangements of Hyperplanes®ist aber auch eine
Einladung zum Selberlesen, zum Schmokern und zum Weiterarbeiten. Auch die ausfiihrli-
che und verldBliche Biographie hilft dann weiter.

Fortschritt der Theorie zeigt sich nicht nur in ,,groen neuen Sitzen“, sondern auch
darin, dal im Lauf der Zeit Resultate viel greifbarer werden, sich neue Zusammenhinge
auftun, elementarere Beweise starkere SchluBBfolgerungen zulassen, und auch die schwieri-
gen Hohepunkte der Theorie ,,lehrbuchféhig” werden. So wird der Faktorisierungssatz von
Terao hier mit einem neuen Beweis dargestellt, der von Solomon & Terao [10] stammt. In
der Theorie der komplexen Spiegelungsgruppen wird jetzt systematisch bewiesen, was
frither von der Shephard-Todd-Klassifikation abhing.

Leider macht der vorliegende Band nicht immer von den neuen Mdglichkeiten
Gebrauch. So werden insbesondere die kombinatorischen Methoden zur topologischen
Analyse sowohl des Durchschnitts-Verbandes [1] (besonders im affinen Fall [13]) wie des
Komplements eines Arrangements [2] nicht ausgereizt. Ich hitte mir auch mehr iiber reelle
Arrangements und die Zaslavsky-Theorie gewiinscht. Auch den Satz von Deligne hitte
man, in der Version von Paris [8], beweisen kénnen.

Zuletzt sei noch erwihnt, daBl in der Theorie der Hyperebenen-Arrangements
grundlegende Probleme offen sind, und das vorliegende Buch auch zur Beschiftigung
mit ihnen einladen sollte. So ist in der reell-kombinatorischen Theorie die Klassifika-
tion von simplizialen Arrangements vollig ungeldst. In der algebraischen Theorie reizt
Teraos Vermutung: ob ein Arrangement ,frei“ ist, hingt danach in fester Charakteristik
nur von der Kombinatorik des Durchschnitts-Verbandes ab. Im topologischen Bereich
ist die Frage offen, ob der Homotopietyp des Komplements aus dem Durchschnitts-
Verband rekonstruiert werden kann. Und schlieBlich ist zu kliren, ob das Komplement
eines freien Arrangements immer ein K(m,1)-Raum ist - sogar fiir den Spezialfall
von unitdren Spiegelungs-Arrangements ist dies noch fiir einige exzeptionelle Gruppen
offen.
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Nachsatz. Seit der Fertigstellung dieser Besprechung gab es zu den beiden zuletzt-
genannten topologischen Fragen entscheidenden Fortschritt:

- G.L.Rybnikov (Moskau) konnte die Komplemente von zwei Arrangements mit dem-
selben Durchschnitts-Verband durch subtile Analyse der Fundamentalgruppen unter-
scheiden.

- P.Edelman und V.Reiner (Minneapolis) konstruierten ein (iiberraschend einfaches!)
3-dimensionales Arrangement das ,frei“ ist, aber nicht K(z,1). Die Frage fiir unitire
Spiegelungsgruppen bleibt aber offen.

Berlin G. M. Ziegler

Shparlinski 1. E., Computational and Algorithmic Problems in Finite Fields, Dor-
drecht: Kluwer 1993, 225S., Dfl. 175.00

In den letzten zehn Jahren hat die Theorie der endlichen Kérper einen enormen
Aufschwung erlebt. Das ist einerseits auf die vielen neuen Anwendungen endlicher Kérper
in der algebraischen Informationstheorie, insbesondere in der Kryptologie und der
Codierungstheorie, zuriickzufithren, und andererseits auf die vermehrten Anforderungen
algorithmischer Natur, die aus dem rapid wachsenden Gebiet der Computeralgebra gestellt
werden. Daher ist es gewill nicht verwunderlich, daBl gerade die rechnerischen und
konstruktiven Aspekte der endlichen Korper in letzter Zeit mit besonderer Intensitit
studiert wurden. Die dabei meist auch unter Einbeziehung des komplexitétstheoretischen
Standpunktes erzielten Fortschritte waren spektakulir.

Das vorliegende Buch ist sicher das erste, das ganz den algorithmischen Problemen
im Bereich der endlichen Kdrper gewidmet ist. Dabei sind die Grenzen sehr weit gesteckt,
denn es kommen auch verwandte Fragen in Restklassenringen ganzer Zahlen, in algebrai-
schen Zahlkorpern und in algebraischen Funktionenkdrpern zur Sprache, und es wird auch
immer wieder ein breites Spektrum von Anwendungen aufgefichert. Die Fiille von
Informationen, die der Autor sowohl bei den theoretischen als auch bei den angewandten
Aspekten bietet, ist beeindruckend.

Es wire wohl unfair, dieses Buch mit den MaBstiben zu messen, die iiblicherweise
an Lehrbiicher angelegt werden, denn ein solches will es offensichtlich nicht sein. Das merkt
man schon auf den ersten Seiten, auf denen der Verfasser gleich ohne viel Federlesens in
medias res geht. Vielmehr sollte man dieses Werk als Ergebnisbericht betrachten, der sich an
Forscher und Studenten hoherer Semester richtet, die bereits iiber ein solides Grundwissen
verfiigen. Dieser Eindruck eines Ergebnisberichtes wird auch durch die Art der Aufberei-
tung des Stoffes verstirkt, die mehr an den Stil eines umfassenden Ubersichtsartikels
erinnert. So werden Resultate meist ohne Beweis angefiihrt, und in den Ausnahmefillen
werden nur die wichtigsten Beweisideen skizziert. Ordnet man aber diese Monographie in
die Kategorie der Ergebnisberichte ein, so mufl man sie als hervorragende Reprisentantin
dieser Sparte klassifizieren. Diese Einschédtzung ist nicht nur durch die erstaunliche
Materialfiille, sondern auch durch die Gestaltungskraft des Autors und die gewédhrten
Einblicke in tiefere Zusammenhinge begriindet.

Das erste Kapitel ist sinnvollerweise dem klassischen Problem der algorithmischen
Theorie endlicher Korper, namlich dem der effizienten Polynomfaktorisierung iiber
endlichen Korpern, gewidmet. Ausgehend vom Algorithmus von Berlekamp aus dem Jahr
1967 werden sowohl deterministische als auch probabilistische Faktorisierungsalgorithmen
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fiir Polynome in einer oder mehreren Variablen behandelt, wobei die Betonung auf neueren
Resultaten liegt. Dem verwandten Problem der Konstruktion irreduzibler und primitiver
Polynome iiber endlichen Kérpern, das fiir die explizite Konstruktion von Kérpererweite-
rungen eine wesentliche Bedeutung hat, ist das zweite Kapitel gewidmet. Im néchsten
Kapitel wird iiber Verteilungseigenschaften von irreduziblen und primitiven Polynomen
beziiglich spezifischer Teilmengen des Polynomrings berichtet.

Das praktische Erfordernis der Kryptologie, auch in endlichen Kérpern sehr grofer
Ordnung schnell rechnen zu kénnen, hat zu einem starken Interesse an Algorithmen zur
Beschleunigung der Arithmetik in endlichen Korpern gefiihrt. Fiir das effiziente Rechnen in
Korpererweiterungen sind vor allem spezielle Basen wie etwa Normalbasen und selbstduale
Basen von Nutzen. Kapitel 4 behandelt die Frage der Konstruktion solcher spezieller Basen,
sowie unter anderem noch das Problem der Berechnung diskreter Logarithmen und die
Komplexitit der Polynommultiplikation.

Ein weiteres sehr aktuelles Thema, iiber das im Kapitel 5 referiert wird, sind die
algebraisch-geometrischen Codes von Goppa, die aus geeigneten algebraischen Kurven
iiber endlichen Korpern abgeleitet werden. Trotz des ansehnlichen AusmaBes des erreichten
Wissensstandes sind hier in der Zukunft noch viele tiefliegende Entwicklungen zu erwarten.
Algebraische Kurven vom Geschlecht 1, also elliptische Kurven, werden gesondert im
Kapitel 6 behandelt. Diese Kurven gestatten bekanntlich vielfaltige Anwendungen, etwa auf
Faktorisierungsalgorithmen fiir ganze Zahlen und in der Kryptographie. Ein Zusammen-
hang mit der Codierungstheorie ist wieder im Kapitel 7 gegeben, wo linear rekursive Folgen
besprochen werden.

Die Reichhaltigkeit der Anwendungen endlicher Korper wird im Kapitel 8
unterstrichen, wo das Spektrum von der Kryptologie iiber die Graphentheorie bis zu
kombinatorischen Problemen in Vektorrdumen reicht. Im Kapitel 9 werden Restklassenrin-
ge ganzer Zahlen zugrundegelegt und Anwendungen auf Quasi-Monte-Carlo-Methoden,
auf die Erzeugung von Pseudozufallszahlen und auf die Arithmetik ganzer Zahlen mittels
modularer Techniken besprochen. Kapitel 10 gibt einen AbriB algorithmischer Probleme in
anderen Bereichen, die mit den Hauptthemen des Buches zusammenhéngen, etwa
Primzahltests, Faktorisierung ganzer Zahlen, Fragen der algorithmischen algebraischen
Zahlentheorie und der algebraischen Komplexitétstheorie.

Der Anhang enthilt einen Leitfaden, eine Liste einschldgiger Tagungen und
Zeitschriften, sowie ein sich iiber 25 Seiten erstreckendes Addendum, in dem iiber neueste
Entwicklungen (zumeist aus den Jahren 1991 und 1992) berichtet wird, die nicht mehr im
Hauptteil beriicksichtigt werden konnten. Allein der Umfang dieses Addendums beweist die
Dynamik und die Aktualitit des Gebietes. Das Literaturverzeichnis mit iiber 1300 Zitaten
legt ein beredtes Zeugnis ab von der Ambition des Verfassers, den Stoff enzyklopadisch zu
erfassen. Das definitive Lehrbuch iiber die algorithmische Theorie der endlichen Kérper
bleibt aber noch zu schreiben.

Wien H. Niederreiter

Wegge-Olson, N., E., K-Theory and C*-Algebras (a friendly approach), Oxford:
Oxford University Press 1993, 370S., £ 25,

Die topologische K-Theorie wurde ausgehend von Ideen Grothendiecks und unter
Einbeziehung des Periodizititssatzes von Bott von Atiyah-Hirzebruch eingefiihrt. Schon
bald stellte es sich heraus, da fiir ein Verstindnis des Mechanismus der Theorie eine
algebraische Formulierung mit Vorteil verwendet werden kann (Swan, Wood, Karoubi).
Die hierbei relevanten Algebren sind ihrer Natur nach nichtkommutativ (Matrixalgebren
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tiber Funktionenalgebren). Durch den engen Zusammenhang mit verschiedenen Indexsit-
zen kommen dariiber hinaus auch noch ganz andere nichtkommutative Algebren in
natiirlicher Weise ins Spiel (etwa Algebren von Pseudodifferentialoperatoren). Weitere
Entwicklungen der Indextheorie in immer weniger ,kommutativen* Situationen sind
stichwortartig z. B. mit den Namen Brown-Douglas-Fillmore, Miscenko und Fomenko,
Kasparov, Connes und Skandalis verbunden.

Auf der anderen Seite hat die K-Theorie aber auch weniger bekannte Wurzeln in
den klassischen Arbeiten von Murray-von Neumann iiber Operatoralgebren und Faktoren.
In diesen Arbeiten aus den 30er Jahren wird in der Tat die Ky-Gruppe fiir endliche Faktoren
unter dem Namen ,Dimension” eingefiihrt und bestimmt. Diese Gruppe kann fiir Faktoren
nur die Werte Z, R oder {0} annechmen und hat eine grundlegende Bedeutung in der
Klassifikationstheorie von von Neumann Algebren (die K;-Gruppe hingegen ist fiir von
Neumann Algebren immer trivial). Im Lauf der 70er Jahre stellte es sich dann in
verschiedenen Zusammenhangen heraus, da die K-Theorie auch ganz hervorragend als
fundamentales Hilfsmittel zur Klassifikation von C*-Algebren (,nichtkommutativen
lokalkompakten Raumen®) geeignet ist. Insbesondere wurden in dieser Zeit eine Reihe von
Methoden entwickelt, die es erlaubten, die K-theoretischen Invarianten fiir C*-Algebren
ganz erstaunlich gut zu berechnen. Der krénende Abschlul dieser Methoden ist die KK-
Theorie von Kasparov.

Das Ziel des vorliegenden Buches ist nach eigenen Worten ein ,pedestrian
approach® zur K-Theorie fiir C*-Algebren. Es gibt eine unterhaltsame und witzige
Einfithrung in die grundlegenden Definitionen und einfachsten Eigenschaften (lange exakte
Folgen, Bott-Periodizitit, verallgemeinerter Fredholm-Index, verallgemeinerter Satz von
Kuiper, Beispiele) der K-Theorie im Rahmen der C*-Algebren. Dariiberhinaus enthilt es
aber auch eine gute Einfiihrung in wichtige Aspekte der Theorie der C*-Algebren und in die
Denkweise der nichtkommutativen Operatoralgebren, sowie eine Anleitung in ,nichtkom-
mutativer Intuition“, deren Fehlen oft ein Haupthindernis fiir das Eindringen in die Theorie
ist. Die tieferliegenden und weiterfithrenden Ergebnisse der K- und KK-Theorie werden
allerdings nicht behandelt.

Das Buch stellt eine attraktive Ergdnzung fiir Studenten zu einer Vorlesung dar. Es
enthalt viele Ubungsaufgaben und Anregungen. In mancher Hinsicht ist es vergleichbar mit
dem ,Hilbert space problem book“ von Halmos. Fiir eine Vorlesung dagegen enthilt es zu
viele Details und ist auch oft zu umstindlich. Etwas schade ist, da8 die exakte Folge von
Pimsner-Voiculescu nur ohne Beweis angegeben wird (obwohl einfache Beweise existieren).
Diese Folge gehort zu den grundlegenden Methoden der K-Theorie und erlaubt es, die K-
Theorie von vielen wichtigen Beispielen von C*-Algebren zu berechnen.

Meiner Meinung nach ist das Buch, vor allem fiir Studenten, sehr zu empfehlen,
wenn auch einige Zusammenhinge etwas schief dargestellt sind und manche Aussagen,
insbesondere solche zu allgemeineren Gesichtspunkten, manchmal mit Vorsicht zu
geniefen sind.

Heidelberg J. Cuntz

Weil, A., The Apprenticeship of Mathematician, Basel, u. a.: Birkhduser-Verlag 1992,
1978S., SFR 58,-

Einer der groflen Mathematiker dieses Jahrhunderts blickt aus der Distanz etlicher
Jahrzehnte auf seine ,Lehr- und Wanderjahre“ zuriick. Er berichtet in sieben Kapiteln:

(I; 1906-22) Von Elternhaus und Gymnasialzeit, die er mit 16 Jahren beendet. In
der kulturellen Metropole Paris hat der ausgezeichnete Schiiler A.W. nicht nur bemerkens-




Buchbesprechungen 71

werte Lehrer, er kann sich auch schon als 15jahriger des personlichen Rats des Mathemati-
kers J. Hadamard und des Indologen S. Lévy erfreuen. - (II; 1922-25) Uber die Studienzeit
an der Ecole Normale Supérieure, wihrend der er durch die Lektiire der Meister und das
einzigartige“ Seminar von Hadamard zum Mathematiker wird. - (ITI; 1925-29) Von
Reisejahren, in denen er, von eher bescheidenen Stipendien lebend, die Stddte Rom,
Géttingen, Frankfurt, Stockholm (und viele andere), die Mathematiker Volterra, Dehn,
Siegel, Zariski (u.v.a.) kennen und schétzen lernt. In diese Zeit fallt auch die Vollendung
seiner Thése iiber Diophantische Gleichungen (1928). - (IV; 1930-32) Mit besonderer
Wirme iiber seine Jahre in Indien, die in die Zeit fielen, in der sich moderne mathematische
Kultur in den indischen Universititen durchsetzte. Er begegnet vielen Hauptbeteiligten der
Befreiungsbewegung und gewinnt Freunde unter ihnen. - (V; 1933-39) Von den Jahren als
Professor in Strasbourg und von der Zeugung Bourbakis aus der Frage (von H. Cartan), in
welcher Allgemeinheit man die Stokessche Formel unterrichten solle. Der Bericht von den
Kinderjahren Bourbakis bestitigt manche Sage; allmahlich ist der Nebel von dieser
Kunstfigur gewichen. - (VI; 1939-41) Uber die ,,komische Oper* seiner Kriegserlebnisse -
eine nicht ungefihrliche Odyssee durch Finnland (mit Verhaftung als sowjetischer Spion),
Schweden, Frankreich (wo er im Gefingnis die ,,Riemannsche“ Vermutung fiir algebraische
Funktionenkdrper mit endlichem Konstantenkérper beweist), England, Vichy-Frankreich,
die im Mirz 41 in New York endet. — (VII; 1941-47) Von den Schwierigkeiten, eine halbwegs
angemessene Stellung in den USA zu finden, die zu einem Zwischenspiel in Séo Paulo
fithren, bis sie gliicklich mit einer Professur in Chicago enden.

Das Buch wendet sich nicht nur an Mathematiker; wohl deswegen werden die A.W.
jeweils beschiftigenden mathematischen Themen nur summarisch mitgeteilt. Uber seine
wissenschaftliche Entwicklung erfahrt man Eingehenderes aus seinen Kommentaren in den
Gesammelten Werken. Hingegen zeigt sich auch in diesen Erinnerungen die ungewohnliche
Bildung ihres Autors. Sein scharfer Witz (Hellinger zu Weil: Sie haben die spitzeste Zunge,
die ich kenne (p. 50)) scheint jedoch durch Abstand und Altersweisheit zu Ironie gemildert.
Etliche Fotos — vom kindlichen Geschwisterpaar André und Simone bis zum Bourbaki-
Gruppenbild - schmiicken das Buch.

Die hier zu besprechende Ausgabe ist eine bis auf Kleinigkeiten korrekte
Ubersetzung des franzésischen Originals - Sprachkundige werden das letztere mit gréerem
GenuB lesen.

Die englische Ausgabe enthilt zusitzlich ein etwas lieblos zusammengestelltes
Namenregister (Vornamen erscheinen teils ausgeschrieben, teils als Initialen, teils gar nicht;
Szolem Mandelbrojt wird zeitgeistgem4B in Benoit M. umbenannt; der englische Schriftstel-
ler E. M. Forster und der italienische Sozialist G. Matteotti fehlen; dafiir erfreut uns Nils
Holgersson). Niitzlicher als ein nacktes Register wiren gelegentliche biographische
Anmerkungen, da nicht jedem Leser alle erwahnten Personen des Pariser Geisteslebens oder
der indischen Politik vertraut sein werden.

Bremen W. Fischer

Neumann, K., Morlock, M., Operation Research, Miinchen u.a.: Carl-Hanser-
Verlag 1993, 798 S., DM 128,

Die Verfasser charakterisieren Operations Research (OR) als ,,die Suche nach einer
bestmoglichen (optimalen) Entscheidung unter Beriicksichtigung von Nebenbedingungen®.
Dabei gehen sie davon aus, daB es sich um quantifizierbare Probleme handelt, fiir die alle
Entscheidungsmoglichkeiten (Alternativen) schon erfaBt und so bewertet sind, daf3
eindeutig festliegt, was unter einer optimalen Entscheidung zu verstehen ist. Dann bleibt die
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Aufgabe, die Menge der Alternativen durch geeignete Nebenbedingungen und die
Bewertung durch eine Zielfunktion mathematisch zu beschreiben und fiir das erhaltene
Optimierungsproblem einen Losungsalgorithmus zu entwickeln. Diese mathematische
Aufgabenstellung wird fiir die wichtigsten OR-Anwendungen im vorliegenden Buch
behandelt. Es entstand durch Neubearbeitung der bekannten und bewihrten dreibindigen
~Operations-Research-Verfahren“ von K. Neumann.

Dabei wurde insbesondere das verstirkte Interesse der OR-Anwender an der
Ldsung von Optimierungsproblemen mit einer endlichen (aber sehr umfangreichen) Menge
von Alternativen beriicksichtigt. Dieser Problemklasse, zu der die Optimierung auf
Graphen, die ganzzahlige und kombinatorische Optimierung und letztlich auch die lineare
Optimierung gehoren, sind die ersten drei der insgesamt fiinf verfahrensorientierten Kapitel
und damit rund 500 von 700 Seiten gewidmet:

Kapitel 1: Lineare Optimierung (Beispiele und Grundbegriffe, Simplexverfahren mit
Sonderformen, Dualitiit, Sensitivititsanalyse und parametrische Optimierung, Vektoropti-
mierung und Goalprogramming, Zwei-Personen-Nullsummenspiele; rund 140 Seiten, 6
Algorithmen).

Kapitel 2: Graphen und Netzwerke, (Grundbegriffe, Graphen und Digraphen auf
Rechnern, Minimalgeriiste, Kiirzeste Wege, Netzplantechnik, Fliisse, Matchings und
Zuordnungen, Umladeproblem und Neztwerksimplexmethode, Brieftragerproblem; rund
200 Seiten, 20 Algorithmen).

Kapitel 3: Ganzzahlige und kombinatorische Optimierung (Ganzzahlige Optimierung,
Losungsmethoden fiir kombinatorische Optimierungsprobleme, Rucksackproblem, Ver-
schnittproblem, Handlungsreisendenproblem und Tourenplanung, Maschinenbelegungs-
planung, Ressourcenplanung; rund 160 Seiten, 20 Algorithmen).

Kapitel 4: Nichtlineare Optimierung (Grundbegriffe, Optimalitatsbedingungen, Lésungs-
verfahren, Quotenoptimierung; rund 50 Seiten, 3 Algorithmen).

Kapitel 5: Dynamische und stochastische Modelle und Methoden (Diskrete dynamische
Optimierung, Lagerhaltung, Warteschlangen, Simulation, Entscheidungstheorie; rund 160
Seiten, 7 Algorithmen).

Abgesehen vom Kapitel 0 Einfithrung (Was ist OR?, typische OR-Anwendungen)
enthélt jedes Kapitel einen Abschnitt ,Erginzungen®, in denen neben weiteren OR-
Modellen insbesondere neuere Entwicklungen vorgestellt werden.

Worin unterscheidet sich das vorliegende Buch vom alten dreibindigen Werk? Vor
allem durch die Einarbeitung und ausfiihrliche Beriicksichtigung der neueren Ergebnisse
auf dem Gebiet der diskreten Optimierung. So wird in der Regel die Effizienz der
angegebenen Algorithmen diskutiert und durch Abschitzungen des Rechenaufwands
charakterisiert. Da nach heutiger Uberzeugung gewisse diskrete Optimierungsprobleme,
z. B. das Rucksackproblem, wirklich ,,schwer* sind, d. h., sich nicht wie die in den Kapitel 1
und 2 vorgestellten Probleme mit polynomialen Aufwand lésen lassen, haben die
heuristischen Verfahren zur Lésung von schweren Problemen grundsitzlich an Bedeutung
gewonnen. Deshalb werden fiir die im Kapitel 3 betrachteten schweren Probleme neben
exakten Verfahren auch in groBem Umfang Heuristiken behandelt.

Zum Ausgleich fiir die umfangreichere Behandlung der diskreten Optimierung
werden gegeniiber dem alten Werk u. a. langwierigere Beweise (z. B. vom Dualititstheorem)
und einige Stoffgebiete (z. B. die kontinuierliche dynamische Optimierung) weggelassen.

Die vorgestellten Verfahren wurden so ausgewihlt, daB sie zwar effizient doch nicht
zu spezialisiert und kompliziert sind. Die zum Versténdnis der Verfahren nétige Theorie
wird knapp aber sorgfiltig dargestellt und durch Beispiele und Abbildungen veranschau-
licht. Viele der Verfahren werden in einer an Pascal angelehnten Sprache als Algorithmus
beschrieben. Dazu werden in Kapitel 2 einige elementare Datenstrukturen behandelt, die fiir
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standig wiederkehrende Grundaufgaben, z. B. dem Sortieren von n reellen Zahlen nach
wachsender GroBe, giinstige Losungsprozeduren erméglichen.

In den algorithmischen Verfahrensbeschreibungen kénnen die Autoren nun verbal
auf diese Grundaufgaben zuriickgreifen.

Die oben ersichtliche Reihenfolge der Kapitel gibt dem Buch jetzt ein geschlossenes
didaktisches Bild: Vom Leichteren zum Schwereren. Fiir Kapitel 1 werden vom Leser nur
die iiblichen Grundkenntnisse iiber lineare Gleichungssysteme, Vektoren und Matrizen
vorausgesetzt. Alles fiir die iibrigen Kapitel aus der Graphentheorie erforderliche wird im
Kapitel 2 gebracht. Kenntnisse aus der Analysis braucht man erst fiir die beiden letzten
Kapitel.

Zweifellos ist das Buch ein sicherer und anregender Fiithrer durch die Ideenwelt der
OR-Verfahren und eine ausgezeichnete Grundlage fiir Vorlesungen. Aber auch das
Selbststudium wird dem Leser leicht gemacht. Denn die Aufgabenstellung und Verfahren
werden gut motiviert und anschaulich erkldrt. Wenn weiter vorn eingefiihrte Begriffe oder
Fakten erneut auftreten, wird gesagt, wo sie zu finden sind, oder mehr noch: Es werden
sogar Definitionen oder Teile von Verfahrensbeschreibungen in geeigneter Form erneut in
den laufenden Text aufgenommen, ganz so wie man es in einer guten Vorlesung macht.

Miinchen K.-W. Gaede

Meirmanov, Anvarbek M., The Stefan Problem, Berlin u. a.: de Gruyter 1992, 244 S.,
DM 148,-

In den sechziger Jahren entstand in der westlichen Angewandten Analysis und
Numerischen Mathematik ein starkes Interesse an freien Randwertproblemen und hier
besonders am Stefan-Problem. Es handelt sich dabei in seiner klassischen Form um ein
Modell fiir den Phaseniibergang fest-fliissig, nur beschrieben aufgrund der thermischen
Effekte, d. h. als Energiebilanz. Genauer wird als klassische Lésung gesucht der freie Rand,
d.h. eine Hyperfliche in Raum und Zeit, der Ort der Phaseninderung, auf der die
Temperatur konstant (gleich Null) und deren Normalengeschwindigkeit proportional zum
Sprung des Warmeflusses, gegeben durch das Fouriersche Gesetz, iiber die Hyperfliache ist.
Die Temperaturen erfiillen im einfachsten Fall die Wéarmeleitungsgleichung in den durch die
Hyperfliche separierten Teilgebieten ds Raum-Zeitzylinders. Sind die Anfangs- und
Randbedingungen so, daf} eines der Temperaturfelder konstant ist, spricht man vom Ein-
Phasen-Problem im Gegensatz zum allgemeinen Zwei-Phasen-Problem. Im rdumlich
eindimensionalen Fall wurde die Theorie klassischer Losungen schlieBlich zu einem
weitgehenden Abschlufl gebracht. Wurden hier weitgehend Wirmepotentialtechniken
angewandt, erwiesen sich beim rdumlich mehrdimensionalen Problem zuerst verallgemei-
nerte Losungen als natiirlich, die sich als Distributionslosungen der Energiebilanzgleichung
zusammen mit der unstetigen Temperatur-Energie-Beziehung ergeben. Die Frage nach
klassischen Losungen konnte schlieBlich erst Ende der siebziger Jahre fiir das Ein-Phasen-
Problem geklart werden. Um so aufsehenerregender war schlieBlich der Beweis des Autors
der vorliegenden Monographie [M], da} auch das Zwei-Phasen-Problem eine klassische
Lésung, allerdings lokal in der Zeit besitzt. Eine weitere Uberraschung ergab sich beim
Vorliegen von verteilten Wiarmequellen. Auch im eindimensionalen Fall kénnen im
Gegensatz zur klassischen Beschreibung mit einem freien Rand ,,mushy regions“ entstehen,
Gebiete zwischen den Phasen, in denen die Temperatur konstant auf Schmelztemperatur ist
und die innere Energie beliebig im Sprungintervall.

Diese Entwicklung hat bisher nur unzureichend Niederschlag in Monographien
gefunden, so daB das hier vorliegende Buch um so mehr zu begriiBen ist. Die letzte auf
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Englisch erschienene dem Stefan-Problem gewidmete Monographie von 1971 [R] konzen-
trierte sich auf das eindimensionale Problem und hier auf Ergebnisse und Techniken der
russischen Literatur ohne die oben skizzierte westliche ,Renaissance” schon beriicksichtigen
zu konnen. Deren Darstellung fiir das eindimensionale Problem findet sich z. Teil in [C],
allerdings eingeschrinkt auf die Arbeiten des betreffenden Autors. In dem monumentalen
Werk [F] schlieBlich spielte das Stefan-Problem nur eine untergeordnete Rolle. Zu nennen
ist noch [EO], eine allerdings auch schon etwas in die Jahre gekommene integrierte
Darstellung von Modellierung, Analysis und Numerik.

Bei genauerem Hinsehen zeigt es sich jedoch, da} das hier vorliegende Buch diese
Liicke einer allgemeinen Monographie nicht schlieBen will. Es enthilt zwar eine umfangrei-
che Bibliographie (wie auch [C]), auf diese wird aber im wesentlichen nur in der Einleitung
Bezug genommen, die kurz die angesprochene Entwicklung skizziert. Das eigentliche Buch
ist, nach einer informellen Einfithrung und einigen Hilfsergebnissen, eine geschlossene
Darstellung der Ergebnisse des Autors. Da dies in einheitlicher Notation, mit vollstindigen
Beweisen und konsistent aufeinanderaufgebaut erfolgt, stellt auch unter diesem Aspekt die
Monographie einen deutlichen Gewinn dar, zumal viele der Originalarbeiten nur auf
russisch vorliegen.

Im einzelnen enthilt Kapitel IT eine Darstellung der Ergebnisse aus [M], Kapitel I11
die Globalitit der Losung unter einschrinkenden Bedingungen, Kapitel IV einen alternati-
ven Zugang zum Ein-Phasen-Problem. Auf diese Ergebnisse fiir den mehrdimensionalen
Fall aufbauend wird in Kapitel V der eindimensionale Fall untersucht. Gerade hier sind
Argumentation und Aussagen so dicht an den Inhalten vieler in der Bibliographie
aufgenommenen Arbeiten, so da} ein entsprechender Hinweis wohl angemessen gewesen
wire. In Kapitel VI werden Auftreten und Gestalt von ,,mushy regions“ im Eindimensiona-
len untersucht, Kapitel VII studiert zeitperiodische Losungen und schlielich Kaptiel VIII
einen singuldren Grenzwert, entstehend durch eine spezielle dreidimensionale Situation.
Der Anhang behandelt binére Legierungen und geht somit iiber das Stefan-Problem hinaus.

Zusammenfassend 148t sich sagen, da das Buch fiir jeden an Differentialgleichun-
gen interessierten Analytiker einen konsistenten Zugang zu einigen der wichtigsten
Ergebnisse auf dem Gebiet der Stefan-Probleme liefert. Das umfassende Lehrbuch, das eine
integrierte Darstellung von Modellierung, Analysis und Numerik leistet, steht allerdings
noch aus.

[C] Canon, J.R.: The one-dimensional heat equation. Cambridge: Addison-Wesley 1984

[EO] Elliott, C.M.; Ockendon, J.R.: Weak and variational methods for moving boundary
problems. Pitman Res. Notes Math. Vol 59. London: Pitman 1982

[F] Friedman, A.: Variational principles and free boundary problems. New York: Wiley 1982

[M] Meirmanov, A.M.: On the classical solution of the multidimensional Stefan Problem for
quasilinear parabolic equations. Math. USSR - Sb. 40 (1981) 157-178

[R] Rubinstein, L. L.: The Stefan Problem. Transl. Math. Monographs Vol 27. Providence: AMS
1971

Erlangen P. Knabner

Felix Klein, Vorlesungen iiber das Ikosaeder, Neue Auflage mit einer Einfithrung und
Kommentaren von Peter Slodowy, Basel u.a.: Birkhiuser-Verlag, Stuttgart; Leipzig:
Teubner Verlagsgesellschaft 1993, 343S., DM 88,

Felix Kleins Ikosaederbuch erschien 1884 im Verlag Teubner, Leipzig. Diese
Neuauflage ist eine Gemeinschaftsausgabe des Birkhduser Verlags und der B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft Stuttgart - Leipzig. Herausgeber ist Peter Slodowy. Er hat dem Werk ein
Vorwort und eine Einfithrung vorangestellt. Im Vorwort schreibt er:
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,Die Wiederveroffentlichung von Felix Kleins ,Vorlesungen iiber das Ikosaeder
und die Auflsung der Gleichungen vom fiinften Grade entspricht der standig wachsenden
Nachfrage nach diesem Werk, das vor mehr als hundert Jahren in Leipzig erschien. Ein
Gutteil des Interesses an Kleins Buch diirfte sicher auf die ungebrochene Aktualitdt von
JIkosaedermathematik® zuriickzufiihren sein, d. h. von Mathematik, in der Geometrie und
Symmetrie des Ikosaeders, wie auch die der anderen Platonischen Korper und der regulédren
Polygone, eine wesentliche Rolle spielen. ... In jedem Fall hat Kleins ,Ikosaederbuch’ als
beliebte Referenz fiir ,Ikosaedermathematik® gedient und es wird diese Rolle auch weiterhin
spielen.“

, Wie bedeutend dieser Aspekt des Buches auch sein mag, so prasentiert er es doch
nur als einen Steinbbruch, in dem man bei Gelegenheit mathematische Schitze finden kann.
Will man ein vollstidndiges Bild des Buches haben, so hat man auch den zweiten Teil seines
Titels zu beachten. Kleins Hauptziel war es namlich, eine originelle Synthese der Theorien
iiber die Gleichung fiinften Grades zu geben, die im Jahre 1858 auf unabhingigem Weg von
Hermite, Brioschi und Kronecker mit der Konstruktion tranzendentaler Losungen
geschaffen worden waren. Fiir Klein sollten dabei das Ikosaeder und seine Geometrie im
Vordergrund stehen. ...*

LFiir einen normalerweise nicht historisch arbeitenden Mathematiker ist der
Versuch, einen historischen Text wie das Ikosaederbuch verstehen zu wollen, ein durchaus
ungewohnliches Unterfangen. Gewi8 gibt es einen mathematischen Kern, der sich klar
herausarbeiten 14Bt. Aber es gibt auch mannigfaltige Verzweigungen und Schattierungen,
deren Bedeutung man nur im historischen Kontext erschlieBen kann. Wir haben hier von
einer einheitlichen Darstellung dieses Umfelds Abstand genommen, da sie zu umfangreich
geworden wire. Es stehen hier auch andere Quellen zur Verfiigung, ...“

Mit diesen Worten umreilt der Herausgeber die Bedeutung, die er Kleins Buch
beimifit, und das Ziel, das er mit der Neuherausgabe verfolgte. Er ist selbst ein
Mathematiker, dessen Arbeiten mit zur fortdauernden Aktualitit des Ikosaederbuches
beigetragen haben. In diese Neuauflage hat er sehr viel Mithe und Wissen investiert, sehr viel
Verstéindnis fiir Inhalt und Form des Ikosaederbuches bewiesen. Wir haben allen Grund,
ihm fiir seine Arbeit und fiir das gelungene Ergebnis dankbar zu sein.

In der Einleitung beschreibt Slodowy den Inhalt des Kleinschen Buches in
moderner mathematischer Sprache. Dieser Inhalt ist in der Neuausgabe unverindert als
Originaltext abgedruckt. Nur am Rand des Textes finden sich an denjenigen Stellen
Sternchen, zu denen Slodowy spiter Anmerkungen macht. Diese Anmerkungen zum Text
erstrecken sich iiber ca. 50 Seiten. Sie reichen von Korrekturen (der bei Klein haufigen)
Druck- und Rechenfehler bis zu mathematischen Erlduterungen und historischen Bemer-
kungen. Das Buch schliet Slodowy mit einer Skizze der weiteren Entwicklungen auf diesem
Gebiet (ca. 20 Seiten) und einer umfangreichen Literaturliste.

Ich glaube, dem Herausgeber ist das fast Unmégliche gelungen, einerseits den
Charme und die Unbefangenheit des Originalwerkes zu erhalten, aber andereseits durch
seine Erginzungen ein Buch daraus zu machen, das den heutigen Anforderungen
mathematischer Strenge Rechnung tréagt.

Erlangen W. Barth

Laine, 1., Nevanlinna Theory and Complex Differential Equations (de Gruyters
Studies in Mathematics, 15), Berlin u. a.: de Gruyter 1992, 341S., Leinen DM 154,

Ludwig Bieberbachs klassisches Werk zur ,,Theorie der gewohnlichen Differential-
gleichungen, auf funktionentheoretischer Grundlage dargestellt* gibt uns einen Uberblick
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iiber das fruchtbare Zusammenwirken der beiden genannten Gebiete. In den letzten Jahren
hat insbesondere die Nevanlinnasche Theorie der meromorphen Funktionen viele neue
Anwendungen gefunden. Ilpo Laine stellt diese Ergebnisse zusammen, das vorliegende
Buch ist somit eine aktuelle Erginzung zu Bieberbachs Werk.

Der Inhalt kann in drei Teile gegliedert werden. In den ersten drei Kapiteln finden
wir die funktionentheoretischen Grundlagen mit den beiden Hauptsitzen von Nevanlinna,
dann folgen fiinf Kapitel iiber lineare gewdhnliche DGIn im Komplexen, in den restlichen
sechs Kapiteln werden nichtlineare Probleme behandelt. Einige der Themen sollen nun
vorgestellt werden.

1. Der Satz von Malmquist. Dieses in der Differentialgleichungstheorie ungewéhn-
liche Ergebnis von Malmquist aus dem Jahre 1913 lautet: Gegeben sei DGI

) w’ = R(z,w)

mit einer rationalen Funktion R. Dann ist jede im GroBen eindeutige Lsung entweder eine
rationale Funktion oder es ist (1) eine Riccatische DGL.

Viele wichtige transzendente Funktionen treten als Lésungen von DGln auf. Die
DGI (1) kann nur dann eine transzendente Lésung besitzen, wenn R ein Polynom in w vom
Grade <2 ist.

Im Jahre 1932 hat K. Yosida einen auf Nevanlinnas Theorie basierenden Beweis fiir
den Malmquistschen Satz gefunden. Yosida hat damit die Anwendbarkeit der Nevanlinna-
Theorie auf globale Fragen der Differentialgleichungstheorie erkannt, seine Idee steht am
Anfang einer groBen Entwicklung. Den gegenwirtigen Stand hat Ilpo Laine in seinem Buch
festgehalten.

Die Einordnung des Malmquistschen Satzes in die Wertverteilungslehre erméglicht
eine Reihe von Verallgemeinerungen.

2. Verallgemeinerungen zum Malmquistschen Satz. Es bieten sich drei Erweiterun-
gen an. Erstens kann die Losungsklasse groBer angesetzt werden. Neben den eindeutigen
meromorphen Funktionen kénnen auch endlich vieldeutige algebraische und algebroide
Losungen zugelassen werden. Der von I. Laine und A. und V. Mohon’ko eingefiihrte
Begriffe der ,zuldssigen Lésung” ist dabei am geeignetsten. Die Zul4ssigkeit wird mit dem
MafBstab der Nevanlinna-Theorie, der charakteristischen Funktion, gemessen.

Zweitens ist es naheliegend, auf der linken Seite in (1) allgemeinere Differentialpo-
lynome anzusetzen,

) P(z,w,w',...,wD)=R(z,w).
Man ordnet so beispielsweise die Painlevéschen DGIn

3) w”=2w+zw + d,
) ww” — %(W')2 = %w"‘ +4zw3 + 2(z2—a)w? + b, ...

in den Malmquistschen Fragenkreis ein. SchlieSlich kann die Rationalitdtsforderung an R
aufgegeben werden.

In den Jahren 1932 bis 34 hat K. Yosida die binomische DGI mit P=(w’)" im
meromorphen und algebroiden Lésungsbereich untersucht. Ilpo Laine und der Referent
haben 1976 in einer gemeinsamen Arbeit die DGI1(2) in beiden Bereichen behandelt und den
Malmquistschen Satz verallgemeinert: Die DGI (2) kann nur dann eine zuldssige meromor-
phe Losung besitzen, wenn R ein Polynom in w vom Grade <4 ist. 4 ist das reduzierte
Gewicht von P. Bei (3) und (4) ist 4 = 3 bzw. 4. Im algebroiden Fall kann der Nennergrad von
R bzgl. w positiv sein. Bieberbach erwihnt, daBl der urspriingliche Malmquistsche Satz fiir
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algebroide Integrale bestehen bleibt. Dies ist nicht richtig. Die Konstruktion eines
Gegenbeispiels mit positivem Nennergrad bei R war der Ausgangspunkt unserer Zusam-
menarbeit. Gleichzeitig und unabhingig hat S. Strelitz die verallgemeinerte Aussage fiir die
DGl (2) im meromorphen Losungsbereich gefunden. Im Jahre 1978 konnte N. Steinmetz
den Beweis im meromorphen Bereich ohne die Rationalititsvoraussetzung auf der rechten
Seite in (2) fithren.

In Kapitel 10 des vorliegenden Buches wird die binomische DGl behandelt. Die von
N. Steinmetz gefundenen zulissigen Gleichungstypen werden angegeben. In Kapitel 13 wird
die DGI (2) untersucht und der verallgemeinerte Malmquistsche Satz bewiesen. Der endlich
vieldeutige algebroide Fall wird leider nicht mitbehandelt.

3. Die Painlevéschen DGIn. Viele Spezialisten glauben, dafl die Painlevéschen
Transzendenten im 21. Jahrhundert neue Mitglieder in der Familie der speziellen
Funktionen sein werden (nach K. Iwasaki et al.). Die Painlevéschen Funktionen werden in
Kapitel 9 im Sinne der Wertverteilungslehre untersucht. Ilpo Laine und der Referent haben

4
gezeigt, daB bei einer Losung w der DGI P = Z a,(z)w" fir die Schmiegefunktion
n=0
%) m (r, ) =S(r,w)
4
gilt, falls Z a,(2)c"*£0 ist. Aus (4) folgt offensichtlich, dal bei der vierten Painlevé-
n=0

schen Transzendenten im Falle b # 0 alle Werte ¢ die Eigenschaft (5) haben, im Falle 5=0
kann hochstens ¢ =0 Ausnahmewert sein, siche Theorem 9.2.4. Der Experte wird bemerken,
daB bei unserem Beweis das Lemma von Clunie eingeht, wihrend im Beweis von Steinmetz
aus dem Jahre 1982 das Lemma von Mohon’ko benutzt wird — und daB die Zitierehrlichkeit
noch geférdert werden kann. Interessante Bemerkungen iiber die Bedeutung der beiden
Lemmata findet man auf den Seiten 41 und 182 des vorliegenden Buches.

4. Der Holdersche Satz iiber die I'-Funktion. Otto Holder hat seinen berithmten
Satz, da3 die I-Funktion keiner algebraischen DGI geniigt, im Jahre 1886 veroffentlicht. L.
Bieberbach und I. Laine gehen jeweils im letzten Abschnitt auf dieses Ergebnis ein. Es ist
interessant, die in den letzten Jahren vor allem von Bank und Kaufman erzielten
Fortschritte zu sehen. Ein entsprechendes Resultat fiir die Riemannsche {-Funktion kdnnte
das Ziel sein.

AbschlieBende Bemerkungen: Im vorliegenden Buch werden die vielfiltigen neuen
Ergebnisse tibersichtlich zusammengestellt. Studenten, die dieses Gebiet erlernen wollen,
kann das Buch empfohlen werden. Aber auch Fachleute auf dem Gebiet und Dozenten, die
eine Vorlesung iiber Funktionentheorie und/oder Differentialgleichungen vorbereiten,
konnen manche Anregung daraus entnehmen.

Berlin F. Gackstatter

Hemions, G., The Classifications Of Knots And 3-Dimensional Spaces (Oxford
Sciences Publication), Oxford University Press 1992, 1628S., £ 25

Das Buch widmet sich verdienstvoll einem wichtigen und grundsitzlichen Aspekt
der Theorie der 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten, das insbesondere im englischen
Sprachbereich eine empfindliche Liicke schlieBt. Kernpunkt ist eine ausfiihrliche Diskus-
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sion der Normalflachentheorie von Wolfgang Haken. Diese, erginzt durch den im
Appendix angefiigten eigenen Beitrag des Autors iiber die Klassifikation von Flachenho-
moomorphismen, gestattet eine wichtige Klasse von 3-Mannigfaltigkeiten — die Hakenman-
nigfaltigkeiten — durch einen Algorithmus zu klassifizieren. Allerdings ist dariiberhinaus
sowohl die Normalflachentheorie als auch die Klassifikation von Flachenhom&omorphis-
men in verschiedenen Zusammenhingen von eigenem Interesse. Die inkompressiblen
Flichen in 3-Mannigfaltigkeiten hatten einen entscheidenden EinfluBl auf die Weiterent-
wicklung der Theorie, wie sie von F. Waldhausen erreicht wurde. Was den Beitrag des
Autors zu den Flachenhom6omorphismen angeht, so ist er vielleicht durch die stiirmische
Entwicklung auf diesem Gebiet durch W. Thurston etwas an den Rand gedrangt worden.
Seine Uberlegungen sind allerdings auf einem wesentlich einfacheren Niveau zuginglich als
die Thurstons. Zum Inhalt: Im ersten Teil werden - mehr im Erzdhlton - Grundbegriffe der
Polyedertopologie erldutert, es werden das Knotenproblem und die Klassifikation kompak-
ter Flichen beschrieben. Der zweite Teil enthilt eine recht vollstindige Darstellung und
Analyse des Hakenschen Normalflichenverfahrens mit den einschligigen Uberlegungen
iiber Losungen von Systemen Diophantischer Gleichungen. Dieser Abschnitt erscheint gut
geeignet, in einem entsprechenden Seminar als eine Quelle zu dienen. Der dritte Abschnitt
ist der Klassifikation der Flichenhomdomorphismen gewidmet. Das Problem stellt sich im
Rahmen der Klassifikation von Hakenmannigfaltigkeiten bei den ,Stiicken“, die eine
Stallingsche Faserung besitzen. Der Gedankengang wird unter Verwendung der hyperboli-
schen Struktur der Flichen in klarer Weise durchgefiihrt. Fiir vollstandige Beweise bedarf es
allerdings des Riickgriffs auf die im Appendix angefiigte Originalarbeit des Autors. Das
Buch ist Studenten und Dozenten wirmstens zu empfehlen, die Interessen auf dem Gebiet
der 3-dimensionalen Mannigfaltigkeiten haben.

Frankfurt/M G. Burde

Zur Besprechung von: Fomenko, A., Visual Geometry and Topology, Berlin u. a.: Springer-
Verlag 1994, im Heft 97,2 Seite 52.

Dazu teilt der Springer-Verlag mit, daBl er den Verkauf des Buches bereits im September
1994 eingestellt hat.
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