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Vorwort

In diesem Heft finden Sie neben den Buchbesprechungen die Ausarbeitungen von zwei
Plenarvortrigen von DMV Jahrestagungen. Herr Leugering hat 2000 in Dresden vor-
getragen und Frau Nebe in diesem Jahr in Halle.

Die Befragung der Leser des Jahresberichts im 2. Quartal hat einige interessante An-
regungen gebracht. Das Interesse der Leser richtet sich in etwa gleichgewichtig auf
Ubersichtsartikel, historische Beitrige und Buchbesprechungen. Eine deutliche Anzahl
der Leser wiinscht sich mehr Beitrige aus den verschiedenen Bereichen der angewand-
ten Mathematik. Allerdings wurden auch Wiinsche nach mehr didaktischen Arbeiten
sowie algebraischer Geometrie und Zahlentheorie geduBert.

Das DMV-Prisidium hat iiber die Ausrichtung des Jahresberichts beraten und einige
MaBnahmen eingeleitet. Ab 2003 soll das Herausgebergremium vergroBert werden, um
die Breite der Mathematik besser abzudecken. Um einen breiten Leserkreis zu errei-
chen, sollen die Autoren gebeten werden, insbesondere die Einleitung wirklich all-
gemeinverstindlich zu halten und die Relevanz des Beitrags in einem groBeren Kontext
darzustellen.

Weitere Anregungen wiirden die Herausgeber natiirlich begriiBen.

A. Krieg

JB 104. Band (2002), Heft 3 89






[— Ubersichtsartikel Historischer Artikel Buchbesprechungen J

Domain decomposition
in optimal control
problems for distributed
parameter systems

J. E. Lagnese and G. Leugering

Abstract

» Keywords and Phrases: Domain decomposition, optimal control
= AMS subject classification: 49J20, 49M 27, 49M 20, 35120, 58J45

In this survey article we consider methods of domain decomposition for static and more
importantly for dynamic partial differential equations on complicated domains, like
graph-type or heterogenous domains, which are subjected to controls. In this context
one is either interested in solving the corresponding optimality conditions, or in estab-
lishing gradient or even higher order informations. Therefore, one is lead to coupled ‘di-
rect’ and ‘adjoint’ equations. Instead of just using domain decomposition methods as a
convenient computational tool for solving the system equations, we consider mainly
methods that can be applied to the corresponding optimality systems. Moreover, we
emphazise that methods from optimal control theory of partial differential equations
are important in developping domain decomposition methods by the way of ‘virtual
controls’. We also point out that decomposition schemes with optimized transmission
properties are very useful in the context of real-time large-scale optimal control pro-
blems. For that reason, we believe that the material presented here is of general interest,
and, therefore, we kept the presentation in a general context.

Eingegangen: 8. 8.2002

J. E. Lagnese, Department of Mathematics Georgetown University, DMV
Washington DC 20057, USA, lagnese@math.georgetown.edu ~JAHRESBERICHT
G. Leugering, Technische Universitit Darmstadt, Fachbereich Mathematik, —__ DERDMV

SchloBgartenstr. 7, 64289 Darmstadt, leugering@mathematik.tu-darmstadt.de  © B. G. Teubner 2002
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1 Introduction

When dealing with complex systems, either just for the purpose of simulation or in or-
der to compute optimal controls together with the optimized dynamics, one is forced to
look for some sort of model reduction and decomposition. This is particularily true in
the context of real-time control of such systems and even more so for systems involving
partial differential equations on network-like domains. Problems on graphs and more
general on multiply-linked domains occur in many applications. In particular, problems
of transport of gas in a complex network of pipelines, transport of electric power in net-
works of transmission lines, transport of water and sediments in sewer-systems or irri-
gation networks (See [7] and the references therein), the transport of solutes in roots
and structured soil, blood flow in the artery system, the flow of currents in the neuronal
system, the transmission of vibrations in flexible elastic multi-link structures and much
more. In all of these applications one is interested in one way or another to control phy-
sical quantities in order to achieve a desired state of the system under consideration.
Each of the problems mentioned above have a typical real-time character, namely the
transport velocity, according to which the time which a signal needs to travel from the
source to the controlled ‘node’ can be estimated, to the effect that the control action can
be based on a hierarchy of models and optimal control problems.

In this survey paper we want to focus on some general concept of model and control
reduction, namely on (dynamic) domain decomposition. The methods to be discussed
are very general but still fairly easy to understand. We will not, however, give detailed
proofs of the more complex results but rather be more explicit on the simple ones. We
consider methods of domain decomposition of optimal control problems for partial dif-
ferential equations important because they are inherently parallel and reduce the global
‘heterogenous’ problem on a complex domain into local simpler ones for which stan-
dard (real-time capable) software is available. Another aspect of this article is to empha-
zise the relevance of optimal control theory also in the development of domain decom-
position algorithms for the purpose of numerical simulations. We therefore concentrate
on such algorithms that can be obtained by optimization techniques.

We present the domain decomposition methods and the corresponding convergence
analysis on the infinite dimensional level and establish a posteriori estimates which are
independent of a particular discretization. We thereby underline the flexibility of the
methods. On the other side, the numerical discretization and the implementation of the
algorithms, also as preconditioners, are not discussed in this paper. We, nevertheless,
provide some numerical evidence.

2 Introductory material on Domain decomposition methods
for one-dimensional problems
2.1 Unbounded domains

This section should serve as a first self-contained motivation for dynamic domain de-
composition methods. The presentation is highly selective and does not attempt to ac-
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f J.E. Lagnese, G. Leugering: Domain decomposition in systemal control J

count for the vast literature in this area. See the monograph of Quarteroni and Valli [27]
for an excellent general reference on domain decomposition methods for partial differ-
ential equations. We begin our discussion with two very simple one-dimensional (1-d)
partial differential equations, namely the wave equation and the diffusion advection re-
action equation. These two models are representative of many problems in applied
mathematics.

Define
Li(u) := thy — Ctins =f in R x [0, 00)
Ly(u) := t; — vixx + aux +bu=f in R x [0, c0),

To fix ideas, we consider the simplest problem possible, namely, an unbounded interval
where we do not have to account for boundary conditions. Our goal is to decompose
the real line into half-lines at points x = 0 and x = L such that the interval [0, L] is a re-
gion of overlap, i.e. R= 2, U} = (=00, L] U [0,00), with {2y N 2, = [0,L]. We con-
sider the partial differential equations on each half-line and exchange information on
the overlapping interval, or on its boundary.

The following simple overlapping domain decomposition algorithm is a variant of
the classical alternating additive Schwarz algorithm and has been reconsidered in the
form below by Gander, Halpern and Nataf [5] (see also [4]):

Algorithm 1.

Li(v**Y) =f in (—o0,L] x(0,7)
vl =wk on x=1L,(0,T)

Liw ) =f in [0,00) x(0,7T)
wktl = yk on x=0,(0,T)

We note that the style in which the algorithms in this paper are presented is conceptual.
We, therefore, suppress the display of necessary but obvious initializations. It is remark-
able that, in the case of the wave equation on the real line, this algorithm terminates in
finite ‘time’:

Theorem 2. Fori = 1, Algorithm I terminates for k > 1t.

Proof. As the proof is very simple we reproduce it here. Since we are interested in the
error, we let f = 0 and the initial data be equal to = 0. We apply the Laplace transform
L to Ly (1) = 0 and obtain:

§RH (x, 5) = WH(L, s) exp(i"—;—”)
W (x, 5) = 9(0, ) exp(~ )
Thus,
#1(0,5) = 94710, ) exp(— 25,
N

=:p

JB 104. Band (2002), Heft 3 93
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and hence,
7(0,5) = p9°(0,5),  WH(L,s5) = pFiO(L, 5).
But
exp(~ 2% = £(5, )
¢ ¢
implying

v (0,1) = 0(0, ¢ — 2KLy.
¢ o
As seen from the proof, the finite speed of propagation, peculiar to the wave equation,
is responsible for finite-time-termination. Accordingly, for the diffusion-advection pro-
blem one obtains ([5]):

Theorem 3. For i = 2, Algorithm 1 converges superlinearly.

Proof. Again, the proof is simple and instructive. Therefore we sketch the argument
given in [5]. We again apply the Laplace transform to L,(u) = 0 and obtain by similar

2
arguments as above together with p := exp(— 3@ L)
P = 09°(0,9),

and similarily for w? (L, s). This time, however, the inverse transform gives

(0, 1) = /OZKX(ZI%, t—7) exp(—(Z—Izj +B)(1 = )0, T)dr

where
2

=% _x
K(X, t) - 2ﬁ[3/2 eXp( 4t)

Apparently, this implies the error-estimate:

kL )
VT

A similar analysis holds for w?. We obtain super-linear convergence. O

2
1l (07) < max(l, exp(b ~ )T erfe

We remark that we obtain a convergence rate which depends on the size of the overlap.
Remark 4. Fori = 1,2,if L — 0 we loose convergence. =

In order to restore convergence or even finite termination, we need to introduce more
exchange of information accross the interface. The first and simplest idea to approach
this problem is to introduce Robin-type conditions instead of Dirichlet (Neumann) con-
ditions. This can also be achieved with overlapping domains as follows.

94 JB 104. Band (2002), Heft 3



[ J.E. Lagnese, G. Leugering: Domain decomposition in systemal control

Algorithm 5. (DDM with/without overlap)
Ly¥h=f in  (-oo,L]x(0,7)
v L AR+ 1) =whk+ A (wk)  on x=L,(0,T)
Liw*)y=f in  [0,00) x (0,T)
whHl 4 A, (Wi =vE+ A4,00%)  on x=10,(0,T)
Here A, and A, are either constants or local-in-time operators, as e.g. a time derivative,
or convolution operators.

Remark 6. —For L = 0and A,(u) = Au, X € R this is a nonoverlapping Robin-type-
Algorithm. See the next section.
—For A, ,,(#) := A * u (convolution in time), see Gander, Halpern and Nataf [5]. O

The following results on finite termination ([5]) for transmission operators
A, w(u) = Ay, * ureflects the fact that the corresponding transmission conditions realize
exact absorbing (transparent) boundary conditions on each half line:

Theorem 7. Fori=1, A, =18, A, = —18, Algorithm 2 terminates in 2 steps.

Proof. One applies the Laplace transform and obtains after some elementary calcu-
lus

E+ () (= 2+ M(s)
E+AME(=5+ ()

A similar expression is derived for w%*!. The obvious choice

A
@) Al = -Ms) = -2

(1) v*0,s) = exp(—ZEL)f)k_l(O,s)

leads to two-step-termination. O

Remark 8. It is important to note that the finite-termination property of Theorem 2
does not depend on the size of the overlap. Note, however, that due to the infiniteness
of the domain, the ‘optimal’ transmission operators are local operators in time. m]

As to be expected, this finite-termination property will not hold in general for diffu-
sion- advection- reaction equations, unless we are able to implement non-local bound-
ary operators.

Remark 9. i) Fori=2and A,, according to

Xow(s) = —;—V:t:,;;\/az +4v(s +b),

Algorithm 5 terminates after 2 steps.

ii) For i = 1,2 finite termination is independent of L.
iil) For i = 2, the optimal interface-conditions are nonlocal.
iv) We may approximate the non-local transmission conditions by local operators:

A =—ai\/a2+4ub(i 1 8)
" 2v Va +avb | o
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2.2 Bounded domains

We now consider the interval [— L, L] with interface at x = 0. For the sake of simplicity,
we consider a non-overlapping version of the domain decomposition Algortihm 2.
While in the 1-d situation it is always possible to consider the entire real axis by applying
completely transparent boundary conditions, the question as to whether finite termina-
tion is achievable in the case of more general boundary conditions, or what kind of ap-
proximations are useful in this context is still not completely understood. Using argu-
ments similar to those of [5] we can state the following remark.

Remark 10. i) For i =1 and 4,, according to X‘,,w(s) = *%coth(¢L), Algorithm 5
terminates after 2 steps.
ii) The ‘optimal’ conditions are non-local (even for i = 1).
iii) Consider local approximations:

. 1 L
Au(s) = (7 + @sz + 0(s%))

transformation back into the time-domain yields:
1 L
wkt1(0,1) + zwk“ 0,1) + ﬁwﬁ“ 0,0 =...
Note that this adds a mass at the interface. Transmission conditions of this sort will be
presented in a monograph by Lagnese and Leugering[16]. O

To complete the picture, we ask: what happens if one works with an absorbing
boundary condition at one end? (equivalent to a semi-infinite domain). Using similar
arguments, it turns out that in this case we can derive ‘optimal’ transmission conditions
which are local: once again, one takes impedance transmission conditions. For a numer-
ical realization of this method see Figure 1 where two strings are connected at x = 0 and
two initial displacements on each string cause interacting waves. The Figure 2 clearly re-
veals that essentially no reflection occurs at the interface. The missmatch at the interface
is shown in Figure 3. See also Hundhammer [12].
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Figure 1. Interacting waves: serial connection

2.3 Semi-discretization

As we have seen, the convergence or termination analysis of Algorithm 5 is done in the
frequnecy domain. Indeed, we are dealing with elliptic problems parametrized by the
Laplace variable. Now, after time discretization of our equations we also obtain ‘ellip-
tic’ problems to deal with. Hence, it appears natural to consider applying the nonover-
lapping version of Algorithm 5 to that situation.

We use Newmark’s scheme as in Raviart-Thomas [28] for the wave equation:
w= w;(-, mbt),
M= wj, (-, mét),
Wit = w4 Sz 4 62 (B + G = B)W i),
2 =2 S1e(yw i+ (L= Wiy
(with 3 = %,7 = % we enjoy conservation of energy) This time-stepping procedure leads
to the elliptic problem (followed by an update of the velocity z mtly:

m+1 2 2., m+l
wit — 6t ﬁciwivxx

1
(3) =W:"+6t2:n+6t26',2(-2——ﬂ)w:1xx =f:n
We have to add the continuity and transmission conditions, say, at the interface x = 0

@) wit(0) = w5t (0), witH(0) =wii(0)

1,x
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Figure 2. Interacting waves: serial connection
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Figure 3. Iteration history: dynamic problem
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0.6 T T T T T T T T T
—— DDM
04 1. lteration — exact solution
0.2+ 1
c 1 1 L 1 L 1 1 1 Il
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 04 0.6 0.8 1
0.6 T T T T T T T T T
0.4l 2. Iteration |
0.2 4
G 1 1 1 1 1 1 1 | 1
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.6 + T T T T T T T T
0.4k 3. lteration ]
0.2+ 4
0 1 1 1 1 1 1 - 1 |
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 4. Two-step convergence in the static case: numerical | exact solution

Thus, for each time step we have to solve an elliptic problem on a serially connected do-
main. Therefore, at each time step with step size 6¢ and

Mz = 61‘2,3 5:25 )

Algortihm 5 applied to (3), (4) terminates after 2 steps. At a given time step this beha-
viour is again realized numerically in Figure 4.

——coth(

As we have seen Robin-type iterations are motivated from the point of view of optimal
transmission of information across the interface. In particular classical Robin-condi-
tions typically correspond to Oth order approximations of such optimal conditions. In
general, therefore, one can not expect finite termination. Nevertheless, these iterations
are powerful.

3 Nonoverlapping domain decompositions of the Robin type

3.1 The basic algorithm of P. L. Lions

We now proceed to consider higher dimensional situations. In particular, we consider a
domain as shown in Figure 5. As we will later concentrate on nonoverlapping decompo-
sition methods for optimal control problems, we confine ourselves to the nonoverlap-
ping case also in the uncontrolled case. As we have emphazised above, optimal interface
conditions are strongly related to transparent boundary conditions. That is to say, in-
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formation should not be reflected when crossing the interface. Even in the one-dimen-
sional situation it has been shown above that this requirement is too strong in general
on bounded domains, if one insists on local operators acting on the interface. The pro-
blem of optimal interface conditions for domain decomposition methods has been thor-
oughly discussed by Nataf and coauthors in various recent papers [4], [5]. These meth-
ods have, however, not yet been put into the perspective of optimization. For the sake
of simplicity, we proceed to discuss a more elementary procedure given by P.L.Lions
[22].

Figure 5. Splitting of the domain

We have the following natural decomposition.
=210, 0NHL=0,I= Q]ﬂﬁz
To fix ideas, we consider the Poisson equation on 2.
—Au=f in 0
u=0 on an

Obviously this problem can be solved locally on each subdomain §2; as long as continu-
ity of displacements and Neumann-traces are guaranteed. This turns out to be equiva-

lent to the condition:

1o} 15} ..
—U; P= — — Y iylI,] = 1,2
aVij u; + Bu; 61/1, uj + ﬂuj L

As in the preceeding sections, the idea is to iterate such a transmission condition. How-
ever, as to be anticipated, finite termination will not be generic in higher dimensions (if
at all possible). The following prototype-algorithm is due to P.L. Lions [22]:

Algorithm 11. Given the data at iteration level #, solve successiveley:
—Aul=f  in
u™ =0 on A\ T

a ,, n+l n+l _ 8 ,,n no;oi__
37,-;”" + BulT = aujiuj+ﬁuj,z,j-—1,2 on r.

The variational formulation of this iteration is given by.
a,-(w;’“, l'f),) —+ S,'(BW;H—l, W,) = Si()\;’, W,) + (f;, l’f/‘j), VW, cv;
X =2Bw - X i=1,2 on T,
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where we use the standard notation a(w, W) := [, AVwWVW + cwivdx, A4 being a sym-
metric and positive definite matrix and ¢ a non-negative constant, a;(v, w) is a(v, w) re-
stricted to functions on §2; and s;(v,w) := [ V| n,-W‘ ﬂid7‘ H}(£2) is the standard Sobolev
space with Dirchlet conditions along the boundary, and V; := H H2).

This is a socalled Robin-type method. See Quarteroni and Valli [27] as general refer-
ence. Interestingly enough, R. Glowinski and P. Le Tallec provided a very natural inter-
pretation of this algorithm as a special Uzawa-type algorithm applied to an augmented
Lagrangian formulation.

3.2 An augmented Lagrangian approach
We define

1
£n ) =35 [ 1w = wifd
+37 [Outm =+ Gl = P

and consider the following saddle-point iteration:
Algorithm 12. 0.) Let ¢"~!, \" be given
1.) solve for w”: 8,L(w",q" 1, A") =0

n n+% n n n—1
2)update N: X\, 2= X +a(wlp—q"")
1
3.) solve for ¢": 9,L(w",q", l)\"’LE) =0
1 1
4) update " X = N2 +a(wllr —q")

See [9] for a proof of convergence. Once the Lagrange-variable is removed using
steps 1. to 4. the Algorithm 12 is seen to be exactly the same as the original one due to
P.L. Lions. Even though no convergence rates seem to be known in the general case, nu-
merical experiments clearly reveal linear convergence.

We note that, strictly speaking, the decomposition method of this section follows
from an augmented Lagrangian approach only in the static case. In case of, say, hyper-
bolic problems, which are relevant in structural control, one has to resort to transmis-
sion conditions involving the velocity or even accelerations. Active research is currently
devoted to this approach (also for overlapping domains, see Gander [3]). Nevertheless,
the Robin-type algorithm serves as a first example of a domain decomposition method
which can be said to be based on optimization. In fact, the realization of the continuity
of traces along the dividing interface can be interpreted as the result of an optimal con-
trol. As such controls are not physical controls to be applied to the system, they have
been termed ‘virtual control’ by J.L. Lions.
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3.3 A posteriori estimates

The convergence results established so far guarantee convergence but they do not offer
reasonable stopping criteria. Moreover, the question how the parameters of the algo-
rithms have to be chosen in order to obtain fast convergence is not answered comple-
tely. Otto and Lube [26] have obtained ‘a posteriori’ estimates for the algorithm of this
section at least for the two-domain case. We are going to sketch their arguments for the
sake of selfconsistency.

(5) a(u,v)=L(v),Vve H)(2) =V

which is equivalent to

2 2
6) Y aw,v)=>" Liv), v e Hp (), i=1,2.
i=1 i

i=1
| We may extend, if necessary, the L?(I") pairling si(+,-) to the duality pairing between
1 1
Hy (D) = {v];:ve H(R)} ¢ HA(I) and H(I)" = H2(I'), and denote this by
{,*)r- Thus, the Robin-method can be rewritten as
aiu ™ vi) + (Bt v,

7
( ) = L,«(v,) -+ ()\]n, v,'>1-v on Vi = H}wl(gj),

@) N0 =B+ B o) — (X @)y, Vo € W
It is well-known that tr; : V; - L*(I') is continuous and that there is a continuous ex-
tension of #r;! from W := HEO(F) to V. Moreover, W is continuously embedded into
L*(I'). We may, thus, express elements v; € V; by v; = tr;1o where ¢ € W. Hence, (7)
reads as

ai(ui ™ o7 o) + (Bl o) = Liltr7' 0) + (X )y V0 € W
We consider the errors
O) ef=ul—uw, =X -,
where A \; satisfy (8) for n and without n, respectively. We consider 3; € L>($2).

Theorem 13. Let u be a solution of (5) and uf’“ be solutions of (7), (8), for i =1, 2.
Let the errors e?, 1, i = 1,2 be given as in (9). Then we have the a posteriori estimate

(10) fle My, + lleslly, < C(Buf —u |y,
where C(3) is a computable number depending on B3, the geometry of the domain, and the
norms of the corresponding trace maps.

Remark 14. 1) Note that the error estimate is not symmetric with respect to the do-
mains. But this assymetry can easily be removed by starting at domain 2 and then com-
bining the estimates.
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ii) The estimate (10) allows one to optimize the error bound C(83) with respect to the
transmission coefficients 3; appearing in the Robin-data. Of course, the choice is ruled
by proper approximations of transparent interface conditions discussed at the begin-
ning.

iii) We have obtained similar estimates for more general partitions of 2. The arguments
are more subtle then, as the local problems no longer need to be coercive.

4 Virtual controls

Let us introduce the classical variational formulation of an elliptic problem:
a(w, W) = (f, W) Ywe vV,
We then consider the following local problems using additional ‘boundary-terms’ (A;’s):
ai(wi, ;) = (fi i) +5:(Xi, wi) Vb € Vi
This time the continuity of traces is considered as a virtual control problem, i.e. we intro-
duce controls along the interface I'; connecting the domain §2; with {2; (where we con-
sider now more general decompositions with the obvious notation), and try to ‘steer’
the differences of the traces involved at I'; to zero. This idea can be applied to overlap-
ping and non-overlapping situations. This concept can be seen as a relaxation of the
continuity condition. A method that uses a Lagrangian relaxation has been recently in-
troduced by J.L. Lions and O. Pironneau [25], [24]. We confine ourselves with the de-

scription of a penalty approach, which is also contained in the papers just cited and also
in [10].

4.1 Apenalty approach

This approach attempts to satisfy continuity of traces by the way of quadratic penaltiza-
tion. The method is rather general and applies to dynamic problems. For the sake of
simplicity we again refer to the Poisson problem:
(1) ai(wi, ) = (fiy ) + si((=1) g, ) Vivi € Vi,
This variational formulation corresponds to the strong problem

—Aw; =f; in f},

(12) wW; = 0 on 92N 8-Qi,

L =(=D)""g on T

81/[ ! ( ) g

Obviously, continuity of Neumann-traces is guaranteed by construction (the same g ap-
pears in both transmission conditions). Now, g is interpreted as a virtual control which
is supposed to minimize the mismatch at the interface I'. This can be achieved by mini-
mizing the following cost functional.

1
(13) J(9):=1 [ o —wfay+8 [ |sPay
r r
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Thus the problem is restated as an optimal control problem:
inf J(g)
(14) subject to (12) or (11)

We derive the optimality conditions associated with the optimal control problem (14).
We use the strong formulation.

—Aw;=f in &
—Ap;=0 in £
wi=p;=0 on 82NN
(15) P _1)it!
a 1) (p1 — p2)

01/,‘ = ﬂ
19] i
P = (=1 (w1 — wy)

Note that (15) is still a coupled system of elliptic equations. In order to obtain a domain
decomposition method, we perform a gradient step as follows.

Algorithm 15 (Gunzburger et al.). 1.) compute w? by:
-Aw! =f, in 2,
wi=0 on 02N a0
iw'} _ (_l)i+l
ov; ! B
2.) compute the adjoint variable p;” by:
—Ap? =0, in 1,
pi =0 on 0R2NA

(9 n i n n
a_wpi = (—I)H(Wl —w3) on I

g on T

3.) update the gradient:
g =(1-a)g" +%(p'1' -p), ae(0,1).

This algorithm is forwardly decoupled, as the state equation (denoted as the forward
problem) is solved independently of the adjoint state, while the adjoint state equation
(denoted as the backward problem) is solved using the acutal values of the forward
states. Thus, the forward problems can be solved in parallel. Once the solutions are all
available, the backward problems can also be solved in parallel. After completion of all
local solves, the gradients are updated according to the damped update formula 3.).
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4,2 Stars

Up to now we have considered domain decomposition procedures for problems with a
‘serial’ joint, i.e. the subdomains meet in pairs at a common curve (face) or a point. We
now proceed to develop such domain decomposition procedures for networked domains.
Because of space limitations, we confine ourselves with 1-d-networks. The problem with
higher dimensional PDEs on networked domains is related to regularity. Even if we
have nicely smooth and convex subdomains, the connected super-domain lacks these
properties in general, and, therefore, we have to deal with singularities. This is a delicate
matter and goes beyond the scope of this presentation. We will, therefore, exclusively
deal here with 1-d-partial differential equations on graphs, and later we will focus on
transmission problems for wave equations in higher dimensions. In fact in this section,
to make things as simple as possible, we first treat the case of a star with three branches.

We, thus, consider three strings on domains ; i.e. [L, 0], respectively, connected at
x = 0. To fix ideas, we first discuss the static situation as we did in the previous sections.

Wixx =f; in (0,L)
~ wi(0) = w2(0) = w3(0)
wi, X(O) + wa, X(O) + w3, x(O) =0
wi(L) =wy(L) =w3(L) =0
We consider the following multiple node decoupling according to the Robin-type itera-
tion.

x=L

X=l

g x=L

Figure 6. The star
Robin-type decomposition

Algorithm 16. 0.) given w’, Vi

i
1.) compute the solution w?*! of the 1-d equation

witl=fi on (0,L), wI*'(L)=0
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according to the interface conditions:

Wi (0) + Bwit (0) = Xy

- ﬂ<§2 wy(0) - w;'m)) -3 (Z Wy (0) = v x(o>)
J J

In fact, the update can easily be reformulated such that no derivatives appear on the
right hand side. For a numerical realization of the method see Figure 7 for the solutions
and Figure 8 for the observed convergence rates. See Hundhammer [12].

Penalty-type decomposition. In oder to set up the problem for the penalty approach we
introduce virtual controls g;, i = 1,2, 3 at the junction at x = 0.

1. lteration 2. lieration

3. heration 5. heration

04

Figure 7. Star: convergence of the Robin-method
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Figure 8. Observed linear convergence for the star

i

2
infJ(w, g) := % {Z(%Z w;(0) — Wi(O)) +5Z&2}
J i

(16) subject to
—wi xx =fi in (0,L)

1
Wi(L) = 0, Wj’x(O) =§Zg} — &
J

One derives the following optimality system.

—Wi xx =f; —Dixx = 0 in (Oa L)
W,‘(L) = 0, p,(L) =0

11
17)  wix(0) =5 (g > pi(0) ‘Pi(o))
J
1
pix(0) = 52 w;(0) — wi(0).
J
This system is still coupled and has to be decoupled by the way of a gradient step as fol-

lows:
Algorithm 17. 1.) Compute the solutions of the direct problems

n n 1
W =S WHL) =0, W1 (0) =3 g &
J

2.) compute the solutions of the adjoint problem
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n 1 n
Pl =0, PIL) =0, pIL(0) =13 wI(0) ~ wi(0).
J
3.) update the gradient
+1 _ n,afl

g =(l-a)+% <§IZP7(O) —p:'(0)>
It is obvious that even though the penalty approach is conceptually very attractive, it
leads to double the effort when compared with the Robin-type algorithm. In the non-
linear context, however, the numerical load is on the nonlinear solution method (e.g.
the Newton method) for the forward problem, while the adjoint problem is genuinely
linear. Moreover, adjoint information can be obtained using automatic differentia-
tion.

4.3 General networks

Here we consider general networks in the plane as shown in Figure 9.

Figure 9. A general graph

Indeed, we can equally well consider graphs in arbitrary dimensions. The following
notation is obvious. G = (V,E) (graph),V = {v,|J € J} (vertices), E = {e,|i € 7}
(edges), Z:={1,...,n}, J={1,...,m}, T7 = {i € Ile; is incidentat vi}, dy =T 7]
(edge degree), V=VMu VS, J:=JMug5, ds=1,dy>1, J5=J°u gV, M=
multiple , S= simple, D= Dirichlet, N= Neumann ¢;; = 1, if e; ends at vy, = -1 if ¢;
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starts there, x;; = §;if ey =1,=0if ey = -1, w: G x (0,T) — R%=! (displacement),
w; = w|, local displacement on edge i, wi(x;7, t)=w;(vs, 1)=w;(vs) (nodal values).

The network model. Let us, for the sake of simplicity, consider a scalar model, i.e. the
displacement of the individual strings is considered out of the plane. The more general
situation can be handled equally well.

Wiy — C,zwi,xx +ywi =fi, inQ;
(state equation on edge e;)
wi(vp) =0, De JP {i} =Ip,on (0,T),
(Dirichlet boundary conditions at simple nodes)
Aenwi x(vn) + awi(vv) = gn,
N e JV {i} =Zy,on(0,T)
(18) (absorbing b.c.’s at controlled Neumann nodes)
wivar) = wi(vm), M€ T i,j € Ip,on(0,T),
(continuity conditions at multiple nodes)
> euwix(vir) =0, M € Ja,0n(0,7),
i€l
(balance of forces at multiple nodes(Kirchhoff law))
wi(-, 0) = wio, wii(-,0) = v;0, onf}
(initial conditions)

Wellposedness

Theorem 18. Assume that:
a.) fi € L'(0, T; L*(0, 41)),
b.) gv € L*0,T),N € JV,
C') {(W,’O, vi())}jez’ EVXH= X,

where

V= {W € H,*EIHI(O,EII)‘W;(VD) =0,v; € VD,i e€lp
wivar) = wi(va), M € TM,i,j € Ty}
H = Iier L2(0, ;).

Then the string system on the graph G has a unique solution such that

i) (w,w) € C(0,T;X)

i) wix,wi, € L2(0,T),YieZ;,JeJ". 0
For a proof see Lagnese and Leugering [16].

The domain decomposition for graph problems. We now present the general domain de-

composition procedure for the wave equation on a graph. It is surprising that for the in-
finite dimensional system ( that is before a possible space and/or time discretization) no
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convergence proof seems to be available without assuming some damping in the simple
boundary conditions. As a matter of curiosity, it will turn out to be possible to use the
domain decomposition method designed for the control problem to be discussed below
also as a tool for the ‘forward simulation’, simply by suppressing the effect of the con-
trols. We return to this point in due course.

Algorithm 19. (graph decomposition for stabilized systems)
Given all data at level k, solve for w**1:

K+l 20 kel K+l _ p
it T CiWixe TYiw;y =Ji,
k+1 k+1 _
enwiy (vw) + oy (vw) = gn,
k+1 _
wi (VD) =0

w5 (var) + Buw 5 (vr) = Ny,

)‘f'cM = Bum (d_z_ Z w_:fl(vM) - W{‘C,z(vM)>

w

M Ty

- <a2— Z ejijl“.x(vM) - fiMWi, xk(vM))

M icT oy
w{'H—l('aO) = w,-o,wfffl(-,()) = Vio

Theorem 20. If G is a rooted tree with all Neumann nodes satisfying the conditions of
the Algorithm 19 and if T is sufficiently large, then we have w — x-convergence of the so-
lutions in L>(0, T; H! x L?) to the global solution. O

For a proof of this theorem see Lagnese and Leugering [16]. For a theorey of domain
decompostion for hyperbolic problems on graphs see Leugering [20] and Lagnese[14]
and for transmission problems for wave equations see Lagnese and Leugering [21].

Up to this point we have treated the problem of ‘forward’ simulation. We have
thereby amply demonstrated that ‘virtual’ optimal control theory provides a useful tool
for domain decomposition algorithms. We now embark on ‘effective’ optimal control
problems.

5 Domain decomposition for optimal control problems
5.1 The elliptic model problem

In order to fix ideas let us begin with an elliptic optimal control problem which has been
considered by Benamou [1] and and Despres[2]
mingey [, |w(u) — wal® + v|ul*dx
(19) —Aw=f+u in 2
w=0 on 3

where U is closed convex, U C L*(02), 2 C R”, f € L*(02). There is a unique solution to
(19). The optimality system is given by:
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—Aw=f+u in 2
—Ap=w—wy in{2
w=0=p ond{?
[o(p+vu)(v—udx >0, YweU

(20)

The derivation of (20) follows standard procedures. In particular, if U = L? then u is gi-
ven by the adjoint state p in the following typical form:
u=-1
P

Thus the optimality system is a coupled elliptic problem. The coupling occurs at two po-
sitions. It appears in the adjoint equation for p and the first order optimality condition
which states that the gradient of the cost functional in (19) vanishes. In order to obtain
a reasonable decompostion procedure of (20) Benamou and Despres developed the fol-
lowing embedding into a Helmholtz problem with complex coefficient k € C as follows:

—Az+kz=g in Q2
(21) z=0 on 9

z € H (1;,C)
and observe that for

i i i
— _ k = —— —_ —_—
z=w+ 7 D, 7 g=f 7 Wq
(21) is equivalent to (19). Hence, a convergent domain decomposition of (21) will result

in such an algorithm for (19). This observation leads one to suggest a Robin-type algo-
rithm.

Algorithm 21 (Benamou, Despres). Given data A7, ui; at level n, compute the solu-
tions w1, p**! of the local problems

) —wit p Lpntl = fiin 0,
n+l _ w;l-H — Wig in Qi

—p’
(23) witl=0=p"' on 802N
together with

5(3_’]w:}+1 +BP?+1 — )‘Z

i = Bt = i
where forn > 1

= —3—fj—iw]'-’ + 6p}
(24)

n

= 9 pn_ n
uij - Bvﬁp] ﬂW]
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It should be noted that the model problem (19) is indeed very special in that the distribu-
ted control acts on the entire domain. This is necessary in order to transform the optim-
ality system (20) into the complex form (21). The problem has been chosen just for the
purpose of motivation for the class of domain decomposition techniques which result
from various choices of the parameters involved. The methods can then be extended to
more general distributed control problems and, more importantly, to boundary control
problems. See [16].

5.2 The 1-d dynamic network problem

We provide the generalization of this algorithm to 1-d network problems. To this end
we consider the problem net (with a; = 0) subject to the minimization of the cost:

T
ming 3 [ vl # 5 5{IT) = 20+ I 7) — 2l

We dispense with deriving the corresponding global optimality system (see the next sec-
tion for a similar problem) but rahter give the iterative procedure which decomposes
that optimality system into local systems. We note that in the time-dependent problem
we replace the constants in the Robin-conditions by velocity traces.

Algorithm 22. Given all data Ny i € L*(0, T) at level n, compute the solutions
wi*! p™* of the local problems

(wit! —c2witl = £

it —clpril =0,

wit (vp) = pi*!(vp) = 0

enw i (vn) +p 7 () = 0,evp It (vw) = 0
wi(0)"™ = wio,  WwIH(0) = wy,

PITHT) = k(wi (T) = wi),  pIE(T) = —k(wi™(T) = wyo)

(25)

together with
(26) {ﬁ’w?f?“rﬂpz,“ =X,

1
ewply = Bwit =
where, forn > 1
2 2
(27) { /\:‘fl = ﬁ(d_ijeIJpj"l,t —P?,r) - (EZ/EIJ €i-/wj"l,x - eifw?,x

/J“Z/ = _IB(%ZJEI] wjn',t - w?,:) - (%Z]’el‘/ 6inj,'1,.x - Ein;r,x)

Figure 10 provides an example of Algorithm 22 applied to a grid of elastic strings.
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1=0.000 lly(t)li_=0.1951 1=50.000 Ity(t)ti_=0.0479

Figure 10. A grid of elastic strings: i.) initial conditions t = 0s, ii.) uncontrolled t = 50s,
iii. ) controlled t = 10s, iv.) controlled t = 50s.

A posteriori estimates. A posteriori estimates for static optimal control problems can be
obtained along the lines provided in the case of simulation without control. A posteriori
estimates for the dynamic problems are much more involved ([19]). See the next section.

6 Domain decomposition of optimal control problem for wave equations

In this section we are going to describe in some more detail the applications of the Ro-
bin-type nonoverlapping domain decomposition algorithm to wave equations in higher
dimensions. We will first of all give the set-up of the problem and wellposedness consid-
erations. Then we describe a new time-domain decomposition method based on the
same principles. We then indicate the domain decomposition in space. See Lagnese and
Leugering [17],[18],[16].

6.1 Setting of the problem

Let £ be a bounded domain in IRY with piecewise smooth Lipschitz boundary. Consider
the final value optimal control problem (where x > 0)

JB 104. Band (2002), Heft 3 113



| Ubersichtsartikel | Historischer Attikel | Buchbesprechungen |

. 1 2 K 2 ow 2
o)t A3 U S0 = o+ 102 T) 1))

subject to
2 .
‘??—IZ—W—V~(AVW)+CW=FIH Q:=02x(0,7)

(29) Frtafi=Fons:=002x(0,T)

W(O) = Wy, %—';’(0) ="V in £2.
In (29), 4 = (ay) is a symmetric, uniformly positive definite d x d matrix with L>(2)
elements, ¢ € L*(£2) with ¢(x) >0 ae., and a € L®(812) with a(x) > ap >0 ae.
Further, v denotes the exterior pointing unit normal to I" and ow/Ovy :=v-(AVw).
We shall assume that
(30) ¢(x) > 0 on a set of positive measure in 2.

If
wo € HY(), vy € L*()
FeL'(0,T; %), felL¥%)
then (29) has a unique solution with regularity

(w,%—‘;’) € C([0, T}; H'(2) x [2(2)), %%]2 € IX(%)

and the linear mapping from the data to ((w,%%),%|,) is continuous in the indicated
spaces. The problem (28), (29) is therefore well posed if (zo,21) € H'(£2) x L(2).
Further, the unique optimal control is given by

(31) Jopt = “PL\;

where p is the solution of the backwards running adjoint system

P V. (4Vp)+ep=0inQ

(32) 5?% —adp=0on X
p(T) =k(GH(T) ~21), Z(T)=—wAMW(T) - z)

where A is the canonical isomorphism of H!(f2) onto its dual space (H'(02))".
(Throughout we shall identify L?(£2) with its dual space, so that
H'(2) — L*(2) — (H'(£2))".) The symbol d, in (32) represents the bounded linear op-
erator d, : L*(0, T; L*(012)) — (H'(0, T; L*(812)))* defined by

(33) (dih, )y = — /2 h%d}:, Vg € H'(0,T; L2(892)),

where (., -) ;- denotes the duality pairing in the (H'(0, T; L*(812)))*, H'(0, T;L*(812))
duality. The system (32) has a unique solution, defined by transposition, with regularity

(. 35) € CO.THIXD) x (H'@))), pl, € L2(5).
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The optimality system for the optimal control problem (28), (29) consists of (29) and
(32) with f given by (31).
Let us set

V.=H'(Q), H:=Ln)

with the standard norm on H. Because of assumption (30), we may norm V by

1/2
(34) [l = { / (AV¢'V¢+C|¢|2)dx}

which is equivalent to the standard H'(2) norm. In the cost functional (28), the H'(2)
norm is to be understood as given by (34). Thus the canonical isomorphism A satisfies
lA|l -+ = ll¢ll, for all ¢ € V. In the next two sections we are going to decompose the
global optimality system (29), (32), (31) both with respect to the time and the space vari-
ables. We will use a Robin-type condition for the first and an impedance-Robin-type
iteration for the latter decomposition. We begin with a decomposition with respect to
the time variable. Again, there are various methods in order to relax the continuity of
the states and the velocities across time-boundaries. On can apply a proper penaltiza-
tion as in J.L.Lions [23] or an augmented Lagrangian approach as in Heinken-
schloss [11]. In these two methods the system is advanced from initial data at each time
boundary and can be viewed as some shooting method. We, however, decompose the
optimality system directly and obtain a scheme that transports information from both
direction, which is in accordance with the fact, that the corresponding adjoint equations
are running backwards in time.

6.2 Time-domain decomposition.

We decompose the time-span (0,7) into K+ 1 subintervals Iy := (T, Tie41)s
k=0,---,K, where

(35) 0=T()<T1<T2<"'<TK<TK+1=T,
and introduce locally defined functions by setting a subscript: wy = w| Lo Pk = Pl 1, ©te.
We proceed to decompose the optimality system (29), (32), (31) into K + 1 subsystems

respectively defined on Iy, k = 0, - - -, K, which are coupled through the time-wise trans-
mission conditions

Wi Tes1) = Wit (Tiea1)s

0
Qg;i(TkH) = Mg‘“ (Tk+1),
(36) !

Pi(Tres1) = Prs1(Tes1),

0, 0,
—gtE(Tk“) - Igc;l (Tit1), k=0,...,K—1.

The transmission conditions (36) are then uncoupled by an iteration in # as follows:
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Algorithm 23. Given data pf , |, uf, +10 Mkk—1> M4 Aat iteration level n, solve
successively

32wn+l

(37) —atlﬁ—_v' (AVWZH)-FCWZH =F;
n+l
gtkz —V'(AVPZ+I)+CPZ+1=0 in Qk :=.Q>(Ik
( +1 1
. + a—k—awn+ +pmtl =

38 Ov 4 ot k
( ) 6pn+l

s —odppt =0 on Dy =002 x

( i 0wn+1
wot(0) = wy, —L—(0) =,
ownti
(39) an+1(T) = fi(——K—wa’ (TK+1) — 21)
6p"+1 .
£ (T) =~k A(WH(T) —z) in 0

( owh+!

‘Jat-(TkH) - fBPZH(TkH) = ll'z,kﬂ

6p”+1

=5 Tix) + BAW (Toeys) = 07 4.,
awnt!

— 4 (T) = Bpi(T) =
apn+1 ;

(=5 (T) + BAW(Ti) =,

(40) <

K-1 : L .
where {(4 1,170 141) oo and {(1 _1smR k_1) Yoz, are given arbitrarily in H x V*,
and, forn > 1

owh
(1 1 = KL (T ) — Bp 2 (Tesr)

ap?
Nhirr = 82 (Tirs) + BAWE, (Tirs)
aw’
Mise—1 = — =872 (Tk) — Bpi—1"(Tk)

ap”
(Nkk-1 = =57 (Tk) + BAw;_(Ti)

(41)

fork=1,.,.K—1and 8> 0.

In Iy or Ik the first or the second half of (40) and (41) are valid, respectively. It is readily
seen that, upon convergence, (40) and (41) reduced to (36) i.e., (40) and (41) are consis-
tent with (36). If
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(Hz,k+l’nz,k+l)€Hx V*? k:077K'—1

(42) n n .
(“k,k—l’nk,k—l) eHxV* k=1,....K

are given, then for each index k = 0,.. .., K the system (37) - (39), (40) is well posed since
it is itself an optimality system concentrated on the interval /i (see below). The solution
has regularity

6W"+] awn+l
WZH’"akT) € C(Ii;V x H), al; |k € L*(Z),
apn+l
z“,—a’ft—) € C(li; Hx V*), pl|gkeL*(Zy)

By observing that the conditions (42) propagate with n, it follows that the iterative pro-
cedure (37) — (39), (40), (41) is well defined provided the starting data {(uﬁﬁ k10
9 k1) &0 and {(“g,k'lvnz,k—l)}llc;l are given in H x V*.

The decoupled system (37) — (39), (40) corresponds, in fact, to an optimality system
concentrated on the time-interval I. We omit the superscript n + 1 for the time being
and focus first on the internal intervals I,k =1,..., K — 1.

Define the following cost functional on Ij:

n 1
Jk(fkagk,k—l)hk,k—l)?z‘z‘ /Eklfklzdl“dt

1 1, n
+ﬁ{||ﬂwk(7k+1) - A 177k,k+1”%/

0 n
(43) +ll b;wk(Tk) = M k41 ||i1 + |18k, k-1 ||§1 + |, k-1 “%/*}'
We then investigate the following optimal control problem on Z.

inf Jr ~
felA(D) 2 (frr 8k k=1, 8k, k+1)
(8k k1> hac k-1 )EH X V*

subject to

(44) a;—’%’i—v-(AVwk)+cwk = Fy in O,

g,% + aa—gf* = fr on Xy,
wi(Te) =5 A7 (o1 + hig-r) in V),

\ %Wk(Tk) = —(uZ,k_l + gk, k-1) in H.

We conclude that the iterative decoupling procedure for & = 1,..., K — 1 according to
(40) — (39) produces the optimality system corresponding to the optimal control pro-
blem (44). The interpretation of (44) is as follows. One introduces artificial controls
(“virtual controls” (see Lions [23] and Gervasio, Lions and Quarteroni [6])) which serve
to match the initial and final conditions in terms of the iteration history, while optimiz-
ing also with respect to the “real control” f;.
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We proceed to consider the boundary intervals I and Ix. On Iy we define the cost
functional.

The optimal control problem on the boundary interval I, is given by (44) with i = 0,
initial conditions replaced by w(0) = (,0,% Wo(0) =+, and go 1, ho _; dropped.

The optimal control problem to be discussed on the final interval I x 1s the following.
With

n 1 k
Jx(fx, hi k-1,8K. k-1) =5 / |fK|2d2+§{”WK(TK+1)—20”%/
Ik

0 1
(45) +G; (Tew) = 211} +3 B0k k-1l + i o1}

we consider

( inf Jx(fx,hk k-1,8x.k-1) subject to
K8k K-1-hK K1

Pk V- (AVwk) + owg = Fi in O
(46) g—tf-i—agw,( = fx on Xy,

wi(Tk) =5 A7 (0% x_, +hx k1) in V,

a .
_g—rK(TK) = _(.UJ’;(YK_I + gk k-1)in H.

The optimality system for (46) is examined in the same way as above.

In conclusion, the decoupled systems (37) — (41), k =0, ..., K, are decoupled sys-
tems of optimality conditions associated with the optimal control problems (44) on I,
k=1,...,K — 1, the one obtained from (44) on the left boundary interval Iy, and (46)
on I, respectively.

This iterative decoupling procedure is completely parallel and is reminiscent of a Ja-
cobi-iteration. A GauB-Seidel variant of the iteration would consist in solving from
k =0 to k = K and using the most recent transmission values at the corresponding left
end Ty of the interval [y = (T}, Ty41). Moreover, the usage of the ‘virtual controls’ is re-
miniscent of a shooting method. For further information, we ask the reader to consult
the following papers by the authors. [20], [21], [16], [17] [18]1[19][14).

6.3 A posteriori error estimates

With the same notation as in the last subsection, we introduce the local errors
ﬁ)’]:H :wz+l — Wy, p2+1 =P2+1 - k.
The local errors satisfy the iterative system (37) — (41) with homogeneous data

Fr=0, wy=vw=2z=2z =0.
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We now define the error at the nth iteration, e”, by

opy

e = 0r<nka?§<“ "o ot HL°° (Ug;V' > H) di—o<k<1(”(‘pk7 ot )“L“(’k?H"V*)
K Bwk ka
+kz_%/ [ a | Talov 2al ]dz'

We also define, for ¢ € I,

en(r) = ||(wk(t )] P /k'/ (’

- op}, 2 Tht1 2
e [CAORI0)] [ / /a 2alpt dodt,

oW},

Ovy

w1
a

2
)a’adt

o+l
et = B2 llek + ek ||L°°(1k)7
the latter being a measure of the sum of the errors at successive iterates.
In analogy with Theorem 13 above, we wish to estimate e” and e™"*! in terms of
mismatch of the nth iterates wf, p%, or of successive n th and (n + 1) st iterates, across

the break points {¢t = Tx4; : K =0,..., K — 1}. To this end we introduce the quantities

ow? ow}
E i (Tirt) = [|WE(Tirr) = wi s (Tean). 5 (Tiern) = =55 (T [
o’ 9
Hl(PETien) = i (T, e (D) = ZhL (1 ) 2

nn u " 8wn a n+1
€ it (Ten) = (Wi (Tea) = Wkill(TkH),Ttk(TkH) 5 L (Tk+l))l|ny

oph ) n+1
+“(pZ(Tk+l)“p’Zill(Tk+1)a%(Tk+l)‘ pat (Tes) |3

The following a posteriori estimates were established in [19].
Theorem 24. There is an explicitly computable constant C, depending only on 8, K
and the input data to the global and local optimal control problems, such that
K-1

(47) e" < C{ZEZ,HI(THI)}”Z
k=0

and

K-
@) en <203 (ERT (To) + €57 k(T )}
k=0
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In addition to 8 and K, the constant C depends on the input data to the global op-
timality system, that is, on || F|| o1y 1000, v0) 1y s 1205 20) 1 s ™! [l L (52)» and
k, and on the input data to the local optimality systems, that is, on

ICR s 7 ks e a0 (i oMy Ml prspsn k=0, K — 1.

6.4 Space-domain decomposition
For simplicity we consider only two subdomains {2;, £2, with interface I', as in Section
3, and we set

Qi=102;x(0,T), Z;=(002\I')x (0,T), Z™=7rx(0,T).

The global optimality system (29), (32), (31) may be localized to the subdomains Q; pro-
vided continuity of displacements

(49) wi=w;, p;=p;onZ™
and the jump conditions

Ow; ow;  Op; Op; i
50 YW 77T i th
( ) 81/,4[. aI/Aj ’ BVAi 61/Aj on

are enforced, where

6W,‘

—Lt:=v; - (A;Vw;

a]/A’ I ( 1 I))
v; denoting the exterior pointing unit normal vector to 82;. It turns out that (49), (50)
are equivalent to

ow; ow; o _% % .
(51) a,/Al_+ﬁ 5 TPi= aij+ﬂ 5 TP

op; _ owi __ Opi . ow;
(52) BTA,- — Bdp; + vd, o 81//1]- Bdip; + vd; Y

where 3 and v are nonzero constants. Condition (51) holds in the L?(Z™) sense and
(52) in the (H'(0, T; L*(I")))" sense. These conditions are then uncoupled through in
iteration as described in Algorithm 25 below.

Set H; := L?({2;) with the standard norm, and V; := H'(£2;) with ¥; normed by
1/2

1

I9lly, = [ [ 490 v6-+ aloPyax

Note that || - || v, is a norm only if it is assumed that ¢;(x) > 0 on a set in {2; of positive
measure. Let A; denote the canonical isomorphism of V; onto its dual space V}.
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Algorithm 25. Given data A}, uf at iteration level n, solve successively

s

b= V- (A VW) +ew T = F
(53)

32 n+l . )

==V (AVpiT) +apit =0in O

6 n+1 aw n+ 1

6"A + o —— a, +pf'+ =0
(54)

ap"‘+l n+1

oy aidipit =0on X

ow n+1 n+ wtl _ \n

BI/A + ﬁ + TP i )‘j
(55)

apiH-I 6w'.’+1 " ot )

L a,,A "ﬁdtP, ’Yd;—{;,—"———uj onXmt j£j=1,2
6w'.‘+l
‘V?+1(0) = Woi, -'(fl)l_(o) = Yoi
kY n+l

(56) n+1(T) — k( valt _ Z“)

B .

i ( T) = —kA;(w?(T) — zo7) ind%;

where X, p) € L2(Z™) are arbitrary, 1 = d,p) and, forn > 1,
» ow} owj " n op} 8d 4 owj
;= BA,+B L+ap), W= —871— ipj +vd: a

The problem (53) — (56) is well posed since it is itself the optimality system for the lo-
cal optimal control problem

mf{ / RS+ 1y / (7 + 12 + o)z

,g]

+ 5] (wi(T), 25(T)) - (Zonz”)llzyixﬂ,}

subject to

2 w’ — V- (4;Vw) + ¢iw; = F; in Q;

aw, . ]
(8) auy; + 3, i — f; on X

;2 + 8% =\ 4 g; on £

wi0) = woi, i (0) = v; in 12,
where the controls f; € L(¥;) and g; € L*(Z™), and pf! € L*(2™) is a function such
that uf = d,p}. Indeed, this optimal control problem has the same structure as the glo-
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bal optimal control problem. Therefore, for the problem (57), (58) there is a unique op-
timal trajectory w*! with corresponding optimal controls given by

_ n+1 _ n+l)
i= =P IE,-’ & = —P; |);mt’

where p "*! is the solution of

621)'-'+l
o~V (AP 4 ept =0in @
opt! +1
—oidip?™ =0on X

81/Al.
o n+l1 awr_H-l .
;V—I,;i - ﬂdlp?-ﬂ = —vd, alt +ﬂj"' on L™

. 6wn+l .
PiNT) = K( o (T) —21i) € H;
8pr}+l

1

5 (1) = =k Awi™(T) = z0) € V7.

It would be natural, of course, to introduce relaxation into the iteration step (55).
When 3 and v are positive constants, it may be proved that Algorithm 25, with and
without rexalation, is convergent to the solution of the global optimality system.

Remark 26. Calculation of the adjoint variable p™*! may be simplified by obser-
ving that this quantity may be expressed in terms of a more regular variable ¢7+!
through the relations

ntl aq;H—l (9p'~1+1

pro - B g,
where ¢7*! is the solution of

Pqrt! .
L~V (4 + g = 0in 0,

o7t ogrt!

i oy, =0on 5,

61{41. @ ot on &

Og"t! ) n+l1 Ownt! .
by "o = g tejon

1

g7t (T) = k(wITN(T) - z01)
aq7+1 ow 1

T) = n(2U

ot (T) = w( ot
where p! € L?(Z™) is arbitrary and, for n > 1,

(T) = z14),
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n

oq” oq7% ow’
p; = .

_ S _ __J
81/,,]. ﬂat "o

It is also possible to obtain a posteriori estimates analogous to Theorems 13 and 24
above for the error in the approximation in terms of the mismatch of the time and nor-
mal derivatives of the nth iterates, or of successive iterates, across the interface it
The constant factor C that appears in the estimates depends on (3, y, the starting values
)\JQ, o for the local iteration process, and the time and normal derivatives of the solu-
tion of the global optimality system on the interface £™. We do not, unfortunately,
have estimates of these traces in terms of the input data to the global optimal control
problem. We omit further discussion of this point. Details may be found in [16].

Acknowledgement. The authors are indebted to R. Hundhammer for the numerical re-
sults. More numerical simulations which involve multy-bay trusses and other networks
of uncontrolled and controlled 1-d and 2-d wave equations can be found in his
thesis [12], where the inherent parallelism of the algorithms is used for the numerical si-
mulations on a PC cluster.
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Gitter und Modulformen

Gabriele Nebe

Abstract
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A main goal in lattice theory is the construction of dense lattices. Most of the remarka-
ble dense lattices in small dimensions have an additional symmetry, they are modular,
ie. similar to their dual lattice. Extremal lattices are densest modular lattices, whose
density is as high as the theory of modular forms allows it to be. The theory of theta se-
ries with harmonic coefficients allows to classify and to construct extremal lattices as
well as to prove that some of them are strongly perfect and hence local maxima of the
density function.
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1 Einleitung

Die Theorie der Gitter hat Bezichungen zu vielen verschiedenen Gebieten der Mathe-
matik. Die meisten bekannten schénen Gitter haben (in der Regel sogar mehrere) Kons-
truktionen mit Hilfe von Codes, algebraischen Zabhlringen, algebraischer Geometrie
oder endlichen Matrixgruppen, um nur einige wichtige Schlagworte zu nennen. Umge-
kehrt hilft das Konzept eines Gitters in anderen Bereichen der Mathematik, wie z. B. in
der algebraischen Topologie oder auch in der algorithmischen Zahlentheorie ([31]). In
diesem Artikel mochte ich iiber einige Anwendungen der Theorie der Modulformen auf
die Definition und Konstruktion dichter Gitter berichten, die insbesondere in den letz-
ten 10 Jahren einen neuen Aufschwung in die Gittertheorie gebracht haben. Ausgangs-
punkt ist die Beobachtung, dass viele der berithmtesten Gitter — wie z. B. das Leech Git-
ter in Dimension 24, das Barnes-Wall Gitter in Dimension 16, das Coxeter-Todd Gitter
in Dimension 12 - eine zusitzliche Symmetrie haben, sie sind modular, also dhnlich zu
ihrem dualen Gitter. In [29] verallgemeinert Quebbemann den klassischen, mit Hilfe
von Modulformen definierten Begriff des extremalen unimodularen Gitters auf gewisse
modulare Gitter und legt so den Grundstein fiir die Entdeckung neuer extremaler mo-
dularer Gitter. Dabei liefern Modulformen nicht nur die Definition von Extremalitat
sondern sind auch ein Hilfsmittel, solche Gitter zu konstruieren oder deren Nichtexis-
tenz zu beweisen.

Ein durch die Anwendung in der Informationsiibertragung motiviertes MaB fiir die
Giite eines Gitters ist seine Dichte, also die Dichte der zugehodrigen gitterformigen Ku-
gelpackung. Die sich daraus ergebende Frage, die dichtesten Gitter in jeder Dimension
zu konstruieren, ist schon ab Dimension 9 ungeldst. Daher beschrinkt man sich beim
Suchen dichter Gitter auf gewisse schone Teilklassen von Gittern, wie z. B. die in Ab-
schnitt 3 eingefithrten modularen Gitter. Der Bezug zu Modulformen geschieht iiber
die Theta-Reihe des Gitters, das ist die erzeugende Funktion der Anzahlen von Gitter-
vektoren gegebener Linge. Als holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene be-
trachtet, hat die Theta-Reihe eines modularen Gitters zusitzliche Invarianzeigenschaf-
ten und ist somit eine Modulform zu einer recht groflen Modulgruppe. Durch die
Kenntnis des endlich dimensionalen Vektorraums dieser Modulformen kann man die
Vielfachheit des Wertes 1 bei ico nach oben beschrinken. Eine Modulform heiBt extre-
mal, wenn diese Vielfachheit maximal wird. Ist diese Modulform die Theta-Reihe eines
modularen Gitters, so bedeutet dies, dass das Minimum und damit auch die Dichte die-
ses Gitters maximal ist unter den entsprechenden modularen Gittern. Dann heiBt dieses
Gitter extremal. Extremale Gitter sind also dichteste modulare Gitter, fiir die die Dichte
so groB ist, wie es die Theorie der Modulformen erlaubt (siche Abschnitt 6 fiir eine ge-
naue Definition). ,

Extremale Gitter liefern oft gute sphirische Designs. Umgekehrt kann man mit
sphérischen Designs lokal dichteste Gitter finden (Abschnitt 7) und mit Hilfe der Theo-
rie der Theta-Reihen mit harmonischen Koeffizienten zum Beispiel zeigen, dass gewisse
extremale Gitter lokale Maxima der Dichtefunktion sind (Abschnitt 8). Diese Theorie
hilft auch zum Beweis der Nichtexistenz und, weitaus interessanter, bei der Konstrukti-
on und Klassifikation extremaler Gitter [4].
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Dieser Artikel geht bewuBt nicht zu stark auf die technischen Details ein. Der inte-
ressierte Leser sei dazu auf die Originalarbeiten [29], [30] sowie den sehr schonen Uber-
sichtsartikel [34] verwiesen. Uber den Zusammenhang mit sphirischen Designs infor-
miert [14] (insbesondere die Ausarbeitung [41]). Neben der Bibel der Gittertheorie [6] ist
[7] eine weitere schone Einfithrung in die behandelte Thematik. Alle vorkommenden
Gitter findet man in der Datenbank [24].

2 Dichte Gitter

In dieser Arbeit ist ein Gitter L immer die Menge aller ganzzahligen Linearkombina-
tionen von Basisvektoren (b, ... ,b,) des Euklidischen Raums (R”, (,)). Ein durch die
Anwendung von Gittern in der Informationsiibertragung motiviertes MaB fiir die Giite
eines Gitters L ist die Dichte §(L) der zugehorigen Kugelpackung. Dabei werden gleich-
groBe n-dimensionale Kugeln so gepackt, dass die Mittelpunkte der Kugeln gerade die
Gitterpunkte sind. Der maximal mogliche gemeinsame Durchmesser der Kugeln ist
gleich dem minimalen Abstand verschiedener Gitterpunkte also die Quadratwurzel aus
dem Minimum von L,

min(L) := min{(x,x) | 0 # x € L}.

Der Raum, der pro Kugel der Packung bendtigt wird, ist die Waurzel aus der Determinan-
te von L

det(L) := vol(R"/L)* := det((bs, b))} )
Also ist die Dichte der Kugelpackung

_V, [min(L)"
SL) =% det(L)’

wo V, das Volumen der n-dimensionalen Einheitssphére bezeichnet.

Dichte Gitter liefern gute fehlerkorrigierende Codes fiir analoge Signale: Ein Signal
kann man sich als Punkt im R” vorstellen. Uber einen (nicht storungsfreien) Kanal kann
man solche Signale nicht genau iibertragen. Daher 148t man (ahnlich wie in der Codie-
rungstheorie) nur Gitterpunkte als Informationssignale zu. Zum Decodieren des gestor-
ten empfangenen Signals, mufl dann der nichstgelegene Gitterpunkt gefunden werden.
Um dabei moglichst groBe Fehler korrigieren zu kdnnen, sollen die Gitterpunkte weit
auseinanderliegen (d. h. das Gitter soll ein groBes Minimum haben). Andererseits will
man mit beschrinkter Energie moglichst viel Information {ibertragen (d. h. das Gitter
soll eine moglichst kleine Determinante haben). Dabei ist die Wahl des richtigen Gitters
wesentlich: So kann man z. B. mit dem Leech Gitter Ay C R?*, dem wahrscheinlich dich-
testen 24-dimensionalen Gitter, bei gleicher Energie und Fehlerkorrektur 2%4 (also mehr
als 16 Millionen) mal so viel Information iibertragen wie mit dem Standardgitter Z*.
Im 80-dimensionalen kennt man zwei Gitter (Lgy und Mg, siche Tabelle auf Seite 134,
135), fiir die die Verbesserung gegeniiber dem Standardgitter Z% einen Faktor von
mehr als 1036 ausmacht. Trotzdem ist es i. a. nicht sinnvoll so hochdimensionale Gitter
einzusetzen, da man dann die Information nicht mehr (schnell) decodieren kann.
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Ein Hauptziel der Gittertheorie ist das Finden dichter Gitter. Dazu gibt es eine iiber
100 Jahre alte Theorie von Korkine und Zolotareff, die spéter von Voronoi ([42]) verfei-
nert wurde: Die Dichtefunktion é hat auf dem Raum der Ahnlichkeitsklassen von #-di-
mensionalen Gittern nur endlich viele lokale Maxima, sogenannte extreme Gitter. Die
extremen Gitter kann man mit Hilfe der Geometrie ihrer kiirzesten Vektoren

Min(L) := {x € L | (x,x) = min(L)}
charakterisieren:

Satz 2.1 ([42]) L ist extrem < L ist pedekt (d. h. {px == x"x | x € Min(L))g
= R{,,) und L ist evtaktisch (d. h. I, = erMin(L) AxPx mit Ay > 0 Vx).

Wohingegen Eutaxie eine Konvexititsbedingung ist (die die Bedingung §"(L) < 0
ersetzt, da § im allgemeinen nicht differenzierbar ist) ist Perfektion eine lineare Bedin-
gung (stellvertretend fiir & (L) = 0).

Die Voronoische Charakterisierung erlaubt es u.a. zu zeigen, dass extreme Gitter
dhnlich sind zu ganzen Gittern, d. h. die Bilinearform (,) nimmt auf L nur ganze Werte
an, oder gleichbedeutend L liegt in seinem dualen Gitter

L':={veR"|(v,x) € ZVx e L}.

Es ist also keine Einschrankung, sich bei der Suche nach dichtesten Gittern auf ganze
Gitter zu beschriinken.

Voronoi gab 1908 einen Algorithmus an, um alle (endlich vielen) Ahnlichkeitsklas-
sen perfekter Gitter der Dimension # aufzulisten, der bis Dimension 7 praktikabel ist.
Die dichtesten Gitter sind bis zur Dimension 8 bekannt, wobei es in Dimension 8 nicht
mehr moglich ist, alle extremen Gitter zu bestimmen (man kennt schon mehr als 10000).
Die dichtesten Gitter der Dimension < 8 sind sogenannte Wurzelgitter, das sind ganze
Gitter, die von Vektoren der Linge 2 erzeugt werden.

Die dichtesten Gitter in Dimension 7 <8:

n|1}12(3]4[5[6] 7178
Z| Ay | A3 | Dy | Dy Es | E; | Eg

Die Wurzelgitter sind alle klassifiziert und gut untersucht (siehe z. B. [7, Section 1.4],
[6, Chapter 4]). Sie spielen in vielen Gebieten der Mathematik eine wichtige Rolle wie z. B.
in der Theorie der Liealgebren und der algebraischen Gruppen. In Dimension 9 ist das
dichteste bekannte Gitter, das geschichtete Gitter Ag ([6]), dichter als alle Wurzelgitter.

3 Modulare Gitter

Der Begriff des modularen Gitters, der in dem hier verwendeten Sinn vor ca. 10 Jahren
von H.-G. Quebbemann geprigt wurde, kommt zum einen daher, dass die Theorie der
Modulformen hilft, modulare Gitter zu untersuchen, zum anderen, da diese Gitter eine
Verallgemeinerung der unimodularen Gitter sind, das sind ganze Gitter der Determi-
nante 1.
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Definition 3.1 Ein ganzes Gitter L der Dimension 2k heifit N -modular oder modular
der Stufe N, falls L isometrisch zu seinem reskalierten dualen Gitter

L(N) = \/—NL*

ist, d. h. es gibt eine orthogonale Abbildung o € 0,(R) mit oL = L(yy. 1-modulare Gitter
heifien auch unimodular.

Viele der dichtesten Gitter in kleinen Dimensionen sind modular: Die Wurzelgitter
Ay, Dy und Eg, welche die dichtesten Gitter in Dimension 2, 4 und 8 sind, sind 3-, 2-
bzw. unimodular. Weitere berithmte modulare Gitter sind das 3-modulare Coxeter-
Todd Gitter Kj, in Dimension 12, das 2-modulare Barnes-Wall Gitter BWj¢ in Dimen-
sion 16 und natiirlich das bemerkenswerte Leech Gitter Ayq, das einzige gerade unimo-
dulare Gitter der Dimension 24, welches keine Vektoren der Lénge 2 besitzt. In all die-
sen Fillen ist die Stufe N eine Primzahl (oder 1). Wiahrend der Klassifikation der
maximal endlichen rationalen Matrixgruppen ([23], [17], [18]) wurden einige sehr dichte
modulare Gitter gefunden, fiir welche die Stufe eine quadratfreie zusammengesetzte
Zahl ist. Ist N = mm’ ein Produkt von 2 teilerfremden Zahlen, so gibt es zwischen dem
N-modularen Gitter L und seinem dualen Gitter L* zwei weitere sogenannte ,,partielle
duale Gitter

L= lL NnL*
m

!
und L*™ .

L#

(m')*
™ dim(L) =2k

Definition 3.2 Ein N-modulares Gitter L heift stark N-modular, falls L isometrisch
ist zu allen reskalierten partiellen dualen Gittern

L(m) = \/}’ZL*’m
fiir alle exakten Teiler mvon N (d. h. ggT(m, N /m)=1).

Da es zu schwierig ist, die absolut dichtesten Gitter zu bestimmen, und (zumindest
in , kleinen“ Dimensionen) viele der dichtesten bekannten Gitter modular sind, ist es ein
interessantes Problem, die dichtesten (stark) N-modularen Gitter zu finden. Da die De-
terminante eines N-modularen Gitters L der Dimension 2k gleich det(L) = N k ist, be-
deutet dies, die N-modularen Gitter mit dem groBtmdglichen Minimum zu bestimmen.
Dabei hilft die Theorie der Modulformen, dieses Minimum nach oben zu beschrinken,
so dass man einem einzelnen stark N-modularen Gitter ansieht, ob es ein dichtestes mo-
dulares Gitter ist, ohne alle anderen Gitter zu kennen.
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4 Modulformen

Die im nichsten Abschnitt definierten Theta-Reihen von Gittern haben gewisse Inva-
rianzeigenschaften unter Variablensubstitutionen, sie sind Modulformen. Da diese Be-
obachtung grundlegend fiir diesen Artikel ist, wird kurz auf den Begriff der Modulform
eingegangen. Wie man in der Funktionentheorie lernt, ist die Gruppe der biholomor-
phen Abbildungen auf der oberen Halbebene H := {z € C| 3(z) > 0} die Gruppe der
Moébiustransformationen

z A(z) = ZjIS’ A= (Z 2) € SLy(R).

Dies liefert fiir alle k € Z eine Operation | der SLy(R) auf dem Vektorraum der
k

meromorphen Funktionen f : H — C durch

f1,AG) = (e + dy (22D

Definition 4.1 Sei U eine Untergruppe von SL,(R), so dass UNSLy(Z) in U und
SLy(Z) endlichen Index hat, und x : U — C* ein Charakter. Eine meromorphe Funktion
S+ H — C heifit eine Modulform vom Gewicht k zum Charakter X, f € Mi(U,x), falls

fIkA =x(A) fiir alle AU

gilt und f| M fiir alle M € SLy(Z) bei ico holomorph ist. [ heifit eine Spitzenform,
k
J € 8k(U, x), falls zusatzlich lim,_o, f| M(it) = 0 fiir alle M € SLy(Z).
k
Da die | -Operation ,multiplikativ® ist, d.h. (f] A)(g|lA) =(fg)] A ist
k k

k+1
fir jede Familie von Charakteren y : U — C*, k € Z 5 mit xxx; = x4+ der Raum

MU, () = @) MU, xa)
k=0

ein graduierter Ring, der Ring der Modulformen von U (zum Charakter (X)), in wel-
chem die Spitzenformen ein Ideal bilden. Dieser graduierte Ring ist endlich erzeugt. Die
Dimensionen der graduierten Komponenten lassen sich mit Hilfe von Spurformeln be-
rechnen (siehe z. B. [16]). Die Modulformen f, die fiir ganze Gitter von Bedeutung sind,
sind alle invariant unter der Transformation z — z + 2. Also haben sie eine Fourier-
Entwicklung

S@) =3 ad', q=exp(iz).
n=0

Kennt man die Dimension von M (U, xx), so genlgt es fiir festes k mit einer festen Ge-
nauigkeit (also modulo ¢“ fiir hinreichend groBes a) zu rechnen. Aus der Potenzreihen-
entwicklung der Ringerzeuger modulo ¢* erhilt man durch Multiplikation dann eine
explizite Basis von My (U, x¢).
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5 Theta-Reihen

Sei L ein ganzes Gitter. Die Theta-Reihe 6, von L ist die erzeugende Funktion der An-
zahlen von Vektoren gegebener Lange in L,

02) == S ar(i)d
=0

wo az(j) = |{x € L| (x,x) = j}| die Anzahl der Vektoren der Lange in L ist und

q = exp(miz).
Dann ist §; eine holomorphe Funktion auf der oberen Halbebene. Da exp(27i) = 1ist,
istz. B. 8, (z) = 0.(z + 2) und sogar 0. (z) = 6.(z + 1), falls L ein gerades Gitter ist, d. h.

(x,x) € 2Z fiir alle x € L. Sei nun L ein gerades Gitter. Dann ist die Stufe N von L die
kleinste natiirliche Zahl, fiir die

L( N) ‘= \/NL*
ein gerades Gitter ist.

Satz 5.1 Ist L ein gerades Gitter der Dimension 2k von Stufe N, so ist

0. € Mi(To(N), xx)
eine Modulform zur Gruppe

To(N) :={(‘c‘ 3) € SLy(Z) | N teilt c}

mit dem Charakter xy definiert durch das Legendre Symbol
a b, (=1det(L)
wl(4 5= ELFE e

Im Hinblick auf modulare Gitter interessieren gerade Gitter L der Dimension 2k
von Stufe N der Determinante N*. Diese Gitter bilden fiir Primzahlen N oder N = 1 ein
Geschlecht, d.h. fiir je zwei solche Gitter L und M sind ihre Lokalisierungen
Z,® M = Z, ® L fiir alle Primzahlen p isometrisch.

Die meisten Standardkonstruktionen fiir Gitter haben eine Entsprechung auf der
Ebene der Theta-Reihen: Mit Hilfe von Poisson Summation erhilt man die Theta-
Transformationsformel

0,0 (z) = (f;)_k\/det(L)OL(—%) (wo 2k = dim(L))

welche die Theta-Reihe des dualen Gitters durch 6, ausdriickt.
Ist det(L) = N* so ergibt sich nach Substitution von z durch v/Nz in der Theta-
Transformationsformel dass

BL(N) = XN,k(tN)eletN (wo Ly = VNL*)
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fiir die Fricke Involution

-1
ty = (—\(}N ‘/f ) € Nsz,®)(L'o(N))

gilt, wobei yy «(ty) := i gesetzt ist.

Etwas allgemeiner, kann man auch die Theta-Reihe der partiellen dualen Gitter aus
f1 berechnen ([30, p. 60]) und findet, dass die Theta-Reihe eines stark N-modularen
Gitters eine Eigenfunktion der Atkin-Lehner Involution W,, € N s,®)(Lo(N)) fiir alle
exakten Teiler m von N ist.

Satz 5.2 Ist L ein gerades stark N-modulares Gitter der Dimension 2k, so ist 6y eine
Modulform zur Gruppe

L.(N) := (To(N), Wy, | m exakter Teiler von N)
zu einem Charakter x n . mit XN XN K = XN kpk!-

Diese Atkin-Lehner Involutionen erzeugen eine elementar abelsche 2-Gruppe
W(N) < Nsi,)(To(N))/To(N) deren Rang die Anzahl der Primteiler von N ist.
W (N) operiert auf dem C-Vektorraum, dessen Basis die Isometrieklassen der geraden
Gitter von Stufe N, Dimension 2k und Determinante N* bilden, durch

(L] Wy = XN,k(Wm)[L(m)]'

Unter dem linearen Operator ,, Theta-Reihe nehmen® wird diese Operation gerade auf
die Operation von W (N) auf dem Raum der Modulformen fiir To(N) abgebildet. Der
Vorteil dieser schon bei Eichler [8, Kapitel IV] beschriebenen Sichtweise liegt vor allem
darin, dass man auch andere Operatoren z. B. »Theta-Reihe mit sphirischen Koeffi-
zienten nehmen* oder ,,Siegelsche Theta-Reihe bilden® anwenden kann und dann die
entsprechende Operation auf den (Siegelschen) Modulformen erhalt. Diese Philosophie
wurde z. B. in [26] verfolgt.

6 Extremale Gitter

Der Ring der Modulformen von I',(N) ist besonders iibersichtlich, wenn die Summe
01(N) der Teiler von N ein Teiler von 24 ist. Daher wird im ganzen Abschnitt voraus-
gesetzt, dass

N €{1,2,3,5,6,7,11,14,15,23} =: A

ist. Sei weiter L ein gerades stark N-modulares Gitters minimaler Dimension 2dy und
On seine Theta-Reihe (vom Gewicht dy). Dann liegen die Theta-Reihen der stark
N-modularen Gitter, welche zum Geschlecht von L fiir ein d gehoren, in dem Ring

M(N) = C[HN, AN] C éMk(F*(N)»XN.k)
k=0

wo
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AN = Hn(mz)24/”1(N)
m|N

eine Spitzenform vom Gewicht ky := li(:(()z(vz\),) ist. Hier ist

n(z) = q‘“zﬁ(l -4
n=1

die Dedekindsche n-Funktion und oo(N) die Anzahl der Teiler von N. Die Reihe 6y
und der Charakter xn x und damit auch M(N) héngen vom Geschlecht des gewihlten
Gitters L ab (welches jedoch fiir N # 6 durch dy eindeutig bestimmt ist), Ay ist schon
durch die Stufe N bestimmt. Ay und 6y sind Potenzreihen in ¢*. Die g-Entwicklung
von Ay beginnt mit ¢ und die von 8y mit 1. dy und ky ergeben sich aus der folgenden
Tabelle:

NJ1]2]|3|5|6[7]11[14]15]|23
2ky [24[16]12({8[8[6] 4[4[ 4|2
2dy | 8| 4|2 ]|4]412]2[4]|4]2

Ist L ein gerades stark N-modulares Gitter, so gibt es also a; € C(ap = 1) mit

I
N, . . k
0 = ;aiANH’N, wo kyi+dyj=kund I = LEJ
die groBte ganze Zahl < % bezeichnet. Die g-Entwicklung von A} 8y’ beginnt mit ¢*.
Also enthilt M(N) genau eine Funktion fy,x vom Grad k mit g-Entwicklung

fvr=140-+.. . +0-¢* +aup ¢ +... € Mk(N)

die sogenannte exiremale Modulform vom Gewicht k. Schon C.L. Siegel [39] hat fiir
N = 1 gezeigt, dass der Koeffizient ay . echt positiv ist (siehe [34, Theorem 2.0.1] fiir
N > 1). Also ist das Minimum eines geraden stark N-modularen Gitters der Dimension
2k immer kleiner oder gleich 2 + 2 Lk—k,\}J

Definition 6.1 Sei N € A und ky := lia‘()l(vl\)/) das Gewicht der Spitzenform Ay. Ein

gerades stark N-modulares Gitter L der Dimension 2k heift extremal, falls
min(L) = 2 + 2| X
ky

Grob gesprochen bedeutet dies, dass ein Gitter extremal ist, wenn sein Minimum so
groB ist, wie es die Theorie der Modulformen erlaubt. Mit dieser Philosophie kann man
auch Extremalitit fiir andere Geschlechter von Gittern definieren (siehe [34, Definition
1.6]). Ist L also ein extremales stark N-modulares Gitter der Dimension 2k, so ist
0; = fn, « die (dem Geschlecht von L zugeordnete) extremale Modulform. Eine notwen-
dige Bedingung fiir die Existenz eines extremalen geraden stark N-modularen Gitters in
Dimension 2k ist, dass die Koeffizienten a,, der extremalen Modulform fx « firm >0
nichtnegative gerade Zahlen sind. In [15] wird gezeigt, dass fiir groBe & (k > 20500) der
Koeffizient a4 von fi  negativ wird. In Dimensionen > 41000 gibt es also keine extre-
malen geraden unimodularen Gitter mehr. Jedoch ist schon in Dimension 72 die Exis-
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tenz eines extremalen Gitters ein immer noch offenes Problem. Mit derselben Technik
zeigt [34, Theorem 2.0.1] das analoge Resultat fiir N > 1. Es gibt also fiir festes N € A
nur endlich viele extremale gerade stark N-modulare Gitter.

Da die Definition der Extremalitit nur die Theta-Reihen der Gitter benutzt, gelten
die Schranken an die Minima auch fiir »formal“ stark N-modulare Gitter, also solche
Gitter, deren Theta-Reihe gleich der Theta-Reihe aller partiellen dualen Gitter ist.

Die Dimension 2ky, also die erste Dimension, in der ein extremales gerades stark
N-modulares Gitter Minimum 4 hat, ist besonders bemerkenswert. Es gibt nidmlich je
genau ein extremales stark N-modulares Gitter E™) der Dimension 2ky. Fir N = 1 ist
dieses Gitter das Leech Gitter Ay. Eine einheitliche Konstruktion dieser extremalen
Gitter ist in [32] gegeben: Die Zahlen N sind Elementordnungen in der Matthieu Grup-
pe My < Aut(Ay), die auf dem Leech Gitter als Automorphismen operiert. Dann ist
EW) das Fixgitter in A,q eines Elements der Ordnung N in Ma;.

Die Vielfachen von 2ky heiBen Sprungdimensionen fiir die stark N-modularen Git-
ter. Extremale Gitter in diesen Dimensionen sind von besonderem Interesse, da sie meist
sehr dicht sind. In der Regel gibt es in diesen Dimensionen nur sehr wenige extremale
Gitter, so kennt man z. B. nur 4 extremale gerade unimodulare Gitter in Sprungdimen-
sionen (siehe folgende Tabelle).

Ausgewihite extremale Gitter'

Stufe | dim | min | Anzahl | Gitter
=1 8 2 1 Eg
16 2 2 Es L Eg, D,
24 4 1 A24 (Leech)
32 4 | > 10 Millionen [12]
48 6 2 3 P4gp, P43q [6, p. 195], P43n [20]
72 8 ?
80 8 >2 Lsgo, Mg [3]
N=2 4 2 1 Dy
8 2 1 Dy 1 Dy
12 2 3 (33
16 4 1135] [ BWis [5]
20 4 3 [4] [(SU5(22) o SL2(3)).2]20, [2.M12.2]20 [23
20
32 6 >4 Q32 (28], @3, [27], Ba; [1]
CQ32 [20, Theorem 5.1]
48 8 | 222, Theorem 6.7]

Anmerkungen

1 Eine ausfiihrliche und stiindig aktualisierte Version der Tabelle (Seite 133) und aller vorkom-
menden Gitter findet man unter [24].
2 R. Scharlau, B. Hemkemeier durch Suche im Nachbarschaftsgraph.
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Stufe | dim | min | Anzahl | Gitter
N= 2 2 1 As
12 4 1[36] | K2 (Coxeter-Todd)
14 4 >1 £G2(3)14 [13]
24 6 >1 SL3(13) 0 SL2(3)]24 [17]
26 6 >1 (:i:SG(3) X 03)-2]26 [18]
36 8 ?
40 | 8 >1 | Ly [3]
64 | 12 >1 | PLgs ®co,3 La2,2
(20, Remark 5.2], [21, Prop. 4.3]
N=5 8 4 1 H, [38]
16 6 1 [4] 2.Alt1ol16 [23]
24 8 Z 1 2..]2 o SL2(5).2]24 [40]
N= 8 4 1 A, ® Dy
16 | 6 | >1 |[((Spa(3)°Cs)®,/=5SL2(3))-2]16 [23]
24 8 > 2 (SL2(3) o 04)2 ®\/:_‘T U3(3)]24
[(6L3(4)2 ® Dg).2]24 [17]
N=7 | 6 | 4 1 | A
12 6 0 [33]
18 8 0 [4]
N=11| 4 4 1
8 6 1[33] |20, Theorem 5.1]
12 8 0 (25
N=14 4 4 1
8 6 1 [34]
12 | 8 >1 [ [(Z2(7) ® Ds)-2]12 [23]
N=15 4 4 1
8 [ 6 | 234
2 [ 8 >1 | A2 ® Mg [23]
16 | 10 >1 [ [(SL2(5) ®co,3 SL2(9))-2]16 (23]

Die extremalen Gitter in obiger Tabelle wurden auf unterschiedliche Weisen gefun-
den und auch fiir den Beweis der Nichtexistenz extremaler Gitter gibt es verschiedene
Methoden.

R. Scharlau und B. Hemkemeier ([33]) listen mit der Kneserschen Nachbarschafts-
methode alle Gitter in kleinen Geschlechtern auf und finden so die extremalen stark mo-
dularen Gitter in diesem Geschlecht oder zeigen deren Nichtexistenz. Viele extremale
Gitter wurden von C. Bachoc mit Codes iiber Zahlkérpern oder Quaternionenalgebren
konstruiert ([2], [1], [3]). Eine weitere reiche Quelle fiir extremale Gitter ist die Klassifi-
kation der maximal endlichen rationalen (und quaternionialen) Matrixgruppen [23],
[17], [18], [19] (siehe auch [20]). Die sicherlich interessanteste Methode ist aber eine ge-
zielte Konstruktion oder ein Nichtexistenzbeweis mit Hilfe von Modulformen. In [25]
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wird die Nichtexistenz gewisser extremaler Gitter mit Siegelschen Modulformen gezeigt.
Das wichtigste Hilfmittel sind jedoch Modulformen mit sphérischen Koeffizienten (sie-
he z. B. [4]). Diese Theorie erlaubt es auch zu zeigen, dass fiir gewisse N und k extremale
stark N-modulare Gitter der Dimension 2k lokale Maxima der Dichtefunktion 6 sind,
wie in den folgenden beiden Abschnitten beschrieben wird.

7 Sphérische Designs und stark perfekte Gitter

In diesem Abschnitt wird auf neuere Entwicklungen in der Gittertheorie eingegangen,
die hauptsichlich von B. Venkov initiiert wurden. Eine schone Einfiihrung ist die Aus-
arbeitung [41].

Definition 7.1 Eine nicht leere endliche Teilmenge X der (n — 1)-dimensionalen
Sphare S"~! := {x € R" | (x,x) = 1} heift ( sphiirisches) t-Design, falls der Mittelwert
iiber X gleich dem O,(R)-invarianten Integral ist

|
0 /0= [ 0t

xeX
Jiir alle homogenen Polynome f € Rixi,...,x,), vom Gradk < 1.

Auf der rechten Seite von (x) steht das O,(R)-invariante Skalarprodukt von f mit
der konstanten Funktion 1. Da die harmonischen Polynome

Harmy(n) := {f € R[xi,...,x,], | Af = 0}
(woA =37, aijf der Laplace Operator ist) vom homogenen Grad k fiir k > 1 senkrecht
auf den konstantlen Funktionen stehen, folgt leicht, dass X ein sphérisches ¢-Design ist,

genau dann wenn

> f(x) =0 fiir alle f € Harmy(n), 1 <k < 1.
xeX

In der Anwendung auf Gitter, wird X aus allen Gittervektoren gegebener Linge a in
L (einer sogenannten Schicht L, c L) bestehen,

X=L,:={xeL|(x,x)=a}

(reskaliert, so dass X C §"!) meist sogar X = Min(L) = L pin(z). Diese Mengen X
sind symmefrisch, d. h. mit x € X liegt auch immer der negative Vektor —x in X. Ins-
besondere gilt automatisch 3° _, f(x) = 0 fiir alle homogenen Polynome f ungeraden
Grades.

Satz7.2 ([41, Théoréme 3.2]) Sei X C S~ endlich, symmetrisch, nicht leer. Dann
ist X ein (2k + 1)-Design <

% 1-3...2k-1) koo "
E = fiir all R".
xex(a,x) len(n+2)--~(n+2k—2)(a’a) tr alle o €
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Dabei geniigt es vorauszusetzen, dass die linke Seite ein konstantes Vielfaches der
k-ten Potenz der quadratischen Form ist. Die genaue Konstante ergibt sich dann durch
Anwenden des Laplace Operators (nach o).

Definition 7.3 Ein Gitter L heifit stark perfekt, falls Min(L) ein sphdrisches 4-Design
ist.

Beispiel. Ist L ein orthogonal unzerlegbares Wurzelgitter der Dimension n, so gilt
firallec € R”

> (x,0)" =2h(a,0)
XGLZ
wo h = linll die Coxeter Zahl ist (siehe z. B. [7, Proposition 1.6]). Irreduzible Wurzelsys-
teme bilden also 3-Designs.
Die einzigen stark perfekten Wurzelgitter sind 4; = Z, A,, Ds, Es, E; und Eg ([41,
Théoréme 5.7]). Dabei bilden nur die Wurzeln in Eg ein 7-Design.
Fiir die kiirzesten Vektoren X := Min(L) eines stark perfekten Gitters L gilt also
4 5 1-3
(k) D (@ x)* = [X|m"

+2)

(a, ) fiir alle o € R”
xeX (n

wo m := min(L) gesetzt wird. Durch Anwenden des Laplace Operators A auf (x4) fin-
det man

*7 a,x)? = Xml a,a) fur alle o € R™.

() 3w = Wl .0)

Setzt man o € L* in diese beiden Gleichungen ein, so liefern sie kombinatorische Bedin-
gungen an | X|, min(L) und min(L*), mit deren Hilfe man in kleinen Dimensionen alle
stark perfekten Gitter klassifizieren kann. Man kennt alle stark perfekten Gitter der Di-
mension < 11:

112 ]3] 4]5] 6 7 ] 8 ]9 10 |11
Z [ A; | = | Da | = | Bo, B | By, B3 | Bs | — | Kio, Kio | —

Die wichtigste Motivation, stark perfekte Gitter zu betrachten, ist der folgende Satz.
Satz 7.4 Stark perfekte Gitter sind extrem, also lokale Maxima der Dichtefunktion.

Beweis: Sei L ein stark perfektes Gitter, X := Min(L) und m := min(L). Nach Satz
2.1 geniigt es zu zeigen, dass L eutaktisch und perfekt ist. Mit (x,) ergibt sich, dass L eu-
taktisch ist mit Eutaxiekoeffizienten A, = Wlnyl fiir alle x € X. Es ist namlich fiir alle
aeR”

ol = (a,0) (k) —— (o, x)* = N ax"xa"
m|X| ; m|X| erX

woraus die Gleichung fiir die Eutaxie folgt. Perfektion zeigt man mit Hilfe der Glei-
chung (*4) (siche [41, Théoréme 6.4]). q.e.d.

JB 104. Band (2002), Heft 3 137



L Ubersichtsartikel ] Historischer Artikel Buchbesprechungen j

Satz 7.5 Sei L ein stark perfektes Gitter. Dann ist

min(L) min(L*) > n_ﬂ

Beweis: Sei o € Min(L*), (o, @) =: m' = min(L*). Dann liefert

() = () : S (e ((xa)? - 1) = |X|mm/(mm, 3 D,

=% n n+2

Da (x,«) € Z ist, ist die linke Seite eine nichtnegative Zahl, also auch die rechte Seite,
woraus die Behauptung folgt. q.e.d.

Ein Beispiel: Das Thompson-Smith Gitter.

Haufig kann man die Kenntnis einer grofen Untergruppe G < Aut(L) der Automor-
phismengruppe des Gitters L benutzen, um zu zeigen, dass L stark perfekt ist. Die linke
Seite von (%4) ist nidmlich ein G-invariantes homogenes Polynom (in ) vom Grad 4.
Hat G keine anderen Invarianten von Grad 4 als das Quadrat der invarianten quadrati-
schen Form, dann ist die linke Seite von (x4) ein Vielfaches von (o, 01)2 und damit nach
Satz 7.4 das Gitter L stark perfekt. Nimmt man an, dass —1, € G ist, so gilt sogar, dass
alle G-Bahnen (und damit auch alle nicht leeren Schichten L, von L) sphérische 5-De-
signs sind. Die Bedingung an die Invarianten vom Grad 4 von G kann man leicht mit
der Charaktertafel von G nachpriifen. Sie ist z. B. fiir die 248-dimensionale Darstellung
der sporadisch einfachen Thompson Gruppe Th erfiillt. (—=1I,) x Th ist Automorphis-
mengruppe eines (eindeutig bestimmten) geraden unimodularen Gitters, dem Thomp-
son-Smith Gitter A,45, der Dimension 248. Dieses Gitter Agg ist demnach stark perfekt al-
so ein lokales Maximum der Dichtefunktion. Aus Satz 7.5 folgert man, dass

min(A24g) > 1/@ >9

also min(Aj4s) > 10 ist. Diese Informationen erhilt man durch reine Charakterrech-
nung, ohne die Darstellung der Thompson Gruppe oder das Gitter A explizit zu
konstruieren. Durch explizite Konstruktion der 248-dimensionalen Darstellung findet
man einen Vektor der Lange 12 in Ayg (in einem 1-dimensionalen invarianten Teilraum
der maximalen Untergruppe (C; x G»(3)):2). Jedoch ist immer noch offen, ob
min(Az4g) nun 10 oder 12 ist.

8 Theta-Reihen mit harmonischen Koeffizienten

Mit Hilfe der Theorie der Modulformen kann man zeigen, dass gewisse extremale Gitter
stark perfekt und damit extrem sind. Insbesondere sind alle extremalen geraden unimo-
dularen Gitter in den Sprungdimensionen 24/ und in den Dimensionen 24/ + 8 stark
perfekt. In Dimension 32 gibt es also mehr als 10 Millionen stark perfekte gerade uni-
modulare Gitter:

138 JB 104. Band (2002), Heft 3



r G. Nebe: Gitter und Modulformen J

Fiir ein harmonisches Polynom P € Harm,(2k) und ein gerades Gitter L von Stufe
N der Dimension 2k ist die Theta-Reihe von L mit harmonischen Koeffizeinten P

Or.p:= }:P(x)q(x’x)
xeL

eine Modulform vom Gewicht k + ¢ zur Gruppe T'o(N) mit dem Charakter xx (siche
z. B.[7],[16]). Ist £ > 0, so ist §; p sogar eine Spitzenform. Die Operation von I',(N) auf
den Isometrieklassen von Gittern im Geschlecht von L iibersetzt sich fiir Theta-Reihen
wie folgt: Ist N eine Primzahl, so ist

O1,p + 01y, p € Mir(T+(N), x.k)
und

O1.p = 01y, P € Skrt(To(N), XN, k+2)
(siehe [4, Theorem 2.1]). Fir zusammengesetztes N muss man +1-Linearkombina-
tionen aller partiellen dualen Gitter betrachten. Durch Studium der entsprechenden

Modulformen fiir T',(N) 148t sich zeigen, dass fur kleine Grade ¢t > 1 und extremale
stark N-modulare Gitter L beide Summen

0L,P + GL(N),P =0
sind, also auch 6 p = 0. Somit bilden alle Schichten L, von L sphirische #-Desgins. Ge-

nauer findet man

Satz 8.1 ([4, Corollary 3.1]) Sei L ein extremales N -modulares Gitter der Dimensi-
on 2k. Dann bilden die Schichten von L sphirische t-Designs, gemdf der folgenden Ta-
belle:

N 1 1 2 2 3 3
kE |Omod12 | 4 mod12 | 0 mod 8 | 2 mod 8 | O mod 6 | 1 mod 6
t 11 7 7 5 5 5

Insbesondere ist L in all diesen Fillen ein stark perfektes Gitter.

Beweis: (fiir N = 1). Sei L ein extremales gerades unimodulares Gitter der Dimensi-
on 2k und P € Harm,(2k) ein harmonisches Polynom vom Grad ¢ > 1. Dann ist
min(L) = 2(1 + | %) =: 2mund

0p =3 (3 PN € Si(SLa(Z).

j=m xEsz

Das Ideal der Spitzenformen

P Sk(SLa(Z)) = AC[Es, E]

k=0
fiir SL,(Z) ist ein Hauptideal in dem Polynomring in E4 = 6, (vom Gewicht 4) und Es
(vom Gewicht 6) erzeugt von der Spitzenform A = A, (vom Gewicht 12). Da A mit ¢*
beginnt, ist die mit g™ beginnende homogene Modulform 6. p durch A™ teilbar. Das
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Gewicht von A™ ist aber 12m = 12 + 12[%]. Ist also & = 0 mod 12, so ist 0r,p =0, falls
t <11 ist und fiir £k = 4 mod 12 ist 0, p =0, falls # < 7 ist. Damit sind alle Schichten
von L sphérische 11- bzw. 7-Designs. q.e.d.

Insbesondere liefern also die kiirzesten Vektoren des Leech Gitters ein 11-Design
der Kardinalitit 196560 auf $23. Dies ist das einzige symmetrische 11-Design mit
< 196560 Punkten in Dimension 24 ([41, Théoréme 14.2)).

9 Ungerade Gitter und deren Schatten

Bisher haben wir nur gerade Gitter L betrachtet. Extremalitiit kann man auch fiir unge-
rade Gitter L definieren, wobei man beachten muss, dass L nicht nur alle partiellen dua-
len Gitter festlegt, sondern auch sein gerades Teilgitter

Ly:={xeL|(x,x) €22}

und dessen duales Gitter. L, ist der Kern der linearen Abbildung L — F,x — (x,x)
+ 2Z, hat also Index 2 in L, falls L ein ungerades Gitter ist. Die Theta-Reihe des gera-
den Teilgitters ist

1
Ory(z) = 5(9L(Z) +0.(z+1)).
Definition 9.1 Der Schatten eines ungeraden Gitters L ist
S(L) := L,-L".

Ist L gerade, so setzt man S(L) = L*.

Der Schatten eines Gitters L ist eine Restklasse nach L*. Er besteht aus den Vekto-
ren 3, wo v die charakferistischen Vektoren von L durchliuft, also (v,x) = (x,x) mod 2
fur alle x € L. Mit der Theta-Transformationsformel ergibt sich die Theta-Reihe von
S(L) als

Bs1)(2) = \/det(L)(g)kGL(l - é).

Die Theta-Reihe eines ungeraden Gitters ist eine Modulform fiir eine kleinere Gruppe
als fiir die entsprechenden geraden Gitter. Daher liefert die Modulformenbedingung fiir
die Theta-Reihe alleine weniger scharfe Schranken als fiir gerade Gitter. Als Ausgleich
kann man aber auch noch die Theta-Reihe des Schattens betrachten, mit deren Hilfe

man fiir dieselben Stufen N € A Extremalitit definieren kann. Damit erhilt man diesel-
ben Schranken wie fiir gerade Gitter. Genauer gilt

Satz 9.2 (/32, Theorem 1,2]) Sei N € Aund
Cy =Llaw VdZ

ein stark N-modulares Gitter der Dimension oo(N). Ist L ein stark N-modulares Gitter
der Dimension 2k, welches rational dquivalent ist zu einer orthogonalen Summe von Ko-
pienvon Cy, so gilt
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min(Z) < 2[%‘— |+2,
N

mit der Ausnahme k = ky — %JO(N), wo die Schranke 3 ist.

In Dimension 2ky — oo(IV) gibt es genau ein stark N-modulares Gitter S von Mi-
nimum 3, die ,,shorter version® des entsprechenden extremalen Gitters E (M) der Dimen-
sion 2ky.

Gitter mit langem Schatten.

Anstatt modulare Gitter mit groBem Minimum zu suchen, kann man auch nach solchen
(ungeraden) Gittern L fragen, fiir die die minimale Lédnge eines charakteristischen Vek-
tors (also die minimale Linge eines Vektors in S(L)) moglichst groB ist. Dies hat zwar
fiir die Anwendung in der Informationsiibertragung keine Bedeutung, da der minimale
Abstand von zwei Vektoren des Schattens gleich min(L*) ist, ist aber theoretisch von In-
teresse. Initiiert wurde diese Frage von N.D. Elkies ([9], [10]), der gezeigt hat, dass das
Standardgitter Z", das einzige unimodulare Gitter der Dimension n mit maximalem
Schatten (min{(v,v) | v € S(Z")} = n/4) ist. Mit Hilfe der in [32] angegebenen Formeln
148t sich dies leicht auf die stark N-modularen Gitter in Satz 9.2 verallgemeinern, wobei
hier Cy dieselbe Rolle spielt wie Z im Fall von N = 1. Ist L ndmlich ein stark N-modu-
lares Gitter mit min(L) = 1, so hat L einen orthogonalen Summanden Cy. Der Ein-
fachheit halber nehmen wir im folgenden N als ungerade an.

Satz 9.3 ([9], [10] fir N = 1, [22]) Sei N € {1,3,5,7,11,15,23} und L ein stark
N-modulares Gitter welches rational dquivalent ist zu Cl,. Dann gilt

ming(S(L)) = min{(v,v) | v € S(L)} = "’—‘(%)Ni@

flireinm € Zxg

Istm=0,s0ist L= C}.

Ist m =1, so ist L= Cy"\ L M mit einem stark N-modularen Gitter M von Minimum

> 1 und mit ming(S(M)) = MWN)(I — I, 1). Die Dimension von M ist < 2ky — dim(Cy).
Beweis: Aus den Formeln fiir die Theta-Reihe des Schattens in [32, Corollary 3] fin-

det man die Formel M™™)(/, m) fiir das mégliche Minimum der Schattenvektoren. Fir

m = 0 ist die Theta-Reihe von L eindeutig bestimmt und gleich der von C. Die Vekto-

ren der Linge 1 in L erzeugen ein unimodulares Teilgitter = Z', welches als orthogona-

ler Summand von L abspaltet

L=27 L M.

= MW (I,m)

Durch partielles Dualisieren findet man, dass L fiir alle exakten Teiler m von N einen
orthogonalen Summanden vmZ' hat. Alsoist L = C,.

Fiir m = 1 kann man nach Abspalten von orthogonalen Summanden Cy annehmen,
dass min(L) > 2 ist. Dann ist wieder die Theta-Reihe von L eindeutig bestimmt. Die
Anzahl der Vektoren der Norm 2 in L ist 2/ (012(‘}\,) — I —1) wodurch man die Schranke
an / erhilt. Ist / = 01%7 —1,so0ist min(L) = 3 und L = S™), das ,,Shorter Gitter aus
[32, Tabelle 1]. q.e.d.
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Es ist ein offenes Problem, ob fiir Jjedes m, die Dimension eines stark N-modularen
Gitters L wie in Satz 22 mit min(L) >2 und ming(S(L)) > MW (dim(L)/ dim
(Cw),m) nach oben beschrinkt werden kann. Fiir m — 0,1 liefert Satz 22 scharfe
Schranken. Fiir N =1 hat Gaulter [11] solche (nicht scharfen) Schranken fiir m = 2
und 3 angegeben.
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One of the challenges of projective algebraic
geometry is to prove by algebraic methods
results from differential geometry; and when
this challenge is tested on the class of ruled
varieties we are doing algebraic differential
geometry, or projective differential geome-
try. This is precisely the topic of this book.
The simplest examples of ruled varieties are
the ruled surfaces, those swep by a line mov-
ing in space. There is a reach classical and
modern literature on algebraic differential
geometry, but very few books on this topic.
A classical one is [FC], and the book under
review is the first published after many years.
It aims at giving an elementary and almost
self contained treatment of the main results
on ruled varieties using complex projective
methods; it uses as a guideline the paper
[GH] with the declared purpose of making
parts of it more accessible. After a chapter
introducing basic notions in a down to earth
fashion, it treats grassmannians in an ele-
mentary and careful way, without omitting
to discuss their differential properties in de-
tail. The central and longest chapter of the
book is devoted to ruled varieties. It starts
with basic examples like joins and gradually
introduces dual varieties, developable vari-
eties, the Gauss map, the second fundamen-
tal form. All these notions are smoothly illu-
strated by examples along the way. The style
is sometimes computational, but always
clear. The last chapter is more advanced: it

treats tangent and secant varieties, including
the celebrated Zak’s theorem. Here the style
is slightly more sophisticated, and not every-
thing is proved: the proof of Zak’s theorem
relies on Fulton-Hansen connectedness the-
orem whose proof is only outlined.

The book is well written and special efforts
are devoted to making it depend only on the
first two chapters of [S] for the basic results
of algebraic geometry. The only non-elemen-
tary notion used occasionally is that of holo-
morphic function in several variables. Its
chapters 0,1 and 2 might be coupled with
parts of the first two chapters of [S] to make
a first course in projective algebraic geome-
try, well balanced between modern language
and classical material. The book is easy to
read despite the density of the topics covered
in less than 140 pages.
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Das vorliegende Buch ist keine Monogra-
phie, sondern ein Lehrbuch. Dies betonen
die Autoren gleich zu Anfang. Die Voraus-
setzungen an das mathematische Vorwissen
des Lesers sind gering. Natiirlich gilt dies,
wie liblich, nur in einem formalen Sinn. So
beginnen die Autoren im ersten Kapitel mit
der Definition des metrischen Raumes und
einigen weiteren elementaren Konzepten
und Beispielen, nach gut zwanzig Seiten sind
sie aber schon bei den Hausdorff-MaBen
und dem Uberdeckungssatz von Vitali ange-
langt. Mit anderen Worten: Ein erfolgreich
absolviertes mathematisches Grundstudium
ist sicher eine gute Basis, wenn man sich an
die Lektiire dieses Buches begibt.

Thema des Buches sind geoditische Riu-
me und Kriimmungsschranken. Wir nennen
einen metrischen Raum (X, d) einen Liingen-
raumund d eine Lingenmetrik, wenn

d(x,y) = inf{L(c) | c ist stetige Kurve

von x nach y}. (1)

Hierbei bezeichnet L(c) die Lange der Kurve
c¢.! Die ibliche Distanzfunktion auf Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten ist eine Lin-
genmetrik. Eine beliebige Metrik d induziert
liber die rechte Seite von (1) eine Lingenme-
trik auf X. Diese wird im allgemeinen Fall
aber ziemlich entartet sein.

Eine Kurve ¢:7 — X nennen wir eine
(nach der Bogenlinge parametrisierte) Geo-

ditische, fallses zu jedem z € I eine > 0 gibt,
so dass

d(c(r), e(s)) = |r —s|
rse(t—et+e)NI. (2)

Wir nennen eine Geoditische ¢ : 7 — X mi-
nimal, falls (2) fiir alle r,s € I gilt. Wir nen-
nen X einen geoddtischen Raum, wenn es zu
allen Punkten x,y € X eine minimale Geo-
ddtische von x nach y gibt. Nach dem Satz
von Hopf und Rinow sind zusammenhin-
gende, vollstindige Riemannsche Mannig-
faltigkeiten geoditisch. Interessant sind
auch stiickweise glatte Riemannsche Metri-
ken auf simplizialen Komplexen. Falls der
simpliziale Komplex endlich ist oder, all-
gemeiner, die Riemannschen Metriken auf
den Simplizes des Komplexes uniform be-
schrinkt sind, dann ist die induzierte Lin-
genmetrik geodétisch.

Fir x € IR sei M? der n-dimensionale Mo-
dellraum konstanter Kriimmung . Mit an-
deren Worten, M? ist die Sphire vom Radi-
us 1/y/k in IR™! fiir k > 0, der n-dimensio-
nale Euklidische Raum IR” fiir x = 0 und
der n-dimensionale hyperbolische Raum der
Krimmung « fiir & < 0.

Seinun X ein geoditischer Raum. Ein geo-
ditisches Dreieck abc in X besteht aus drei
minimalen geoditischen Segmenten a,b,c,
deren Endpunkte sich in der iiblichen Weise
treffen. Sei abe ein geoditisches Dreieck in X
und s € IR.?

Ein geoditisches Dreieck abe in M? mit
den gleichen Seitenlédngen nennen wir dann
ein Vergleichsdreieck zu abc. Je zwei solche
Vergleichsdreiecke in Mﬁ sind kongruent.
Wir sagen, dass die Kriimmung von X nach
unten durch < beschrinkt ist, falls fiir jedes
geoditische Dreieck abc in X und jedes Ver-
gleichsdreieck abe in M?

dp,q) > dp.q) (3)

ist fiir alle Punkte p, ¢ auf abc. Hierbei be-
zeichnen p und g die Punkte auf abe, die p
und g unter der Identifizierung von a mit a, b
mit b und ¢ mit ¢ entsprechen.

Wir schreiben kurz Ky > x, falls die
Kriimmung von X nach unten durch « be-

fiir alle
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schrinkt ist. Irrefiihrend an Sprechweise und
Notation ist, dass die Kriimmung von X
nicht definiert wird, sondern nur die Unglei-
chung Ky > . Anscheinend lésst sich dieser
Misstand nicht mehr beheben.

Analog definiert man untere Kriimmungs-
schranken fiir X, indem man die Unglei-
chung (3) umkehrt,

d(p,q) < d(p,q)- 4

Es gibt aber einen wichtigen Unterschied
zwischen oberen und unteren Krimmungs-
schranken. Die Ungleichung (4) verlangen
wir nur lokal, das heisst, wir verlangen, dass
jeder Punkt von X eine Umgebung hat, so-
dass die Ungleichung (4) fiir alle geodati-
schen Dreiecke in dieser Umgebung erfiillt
ist. Falls die Ungleichung fiir alle geoditi-
schen Dreiecke in X gilt, dann nennen wir X
auch einen CAT(x)-Raum. Diesen Namen
hat sich Gromov ausgedacht.

Der Vergleichssatz von Alexandrov-To-
ponogov besagt, dass eine Riemannsche
Mannigfaltigkeit genau dann nach unten
durch x beschrinkte Krimmung im Sinne
von (3) hat, wenn « untere Schranke fiir ihre
Schnittkriimmung ist. Der entsprechende
Vergleichssatz  fiir obere Krimmungs-
schranken gilt nur lokal, dies reflektiert den
oben erwihnten Unterschied in den Defini-
tionen. Es bleibt aber dabei, dass obere
Kriimmungsschranken im Sinne von (4) ge-
nau den oberen Schranken fiir die Schnitt-
kriimmung entsprechen.

Warum sollen wir uns mit diesen Objekten
beschéftigen? Dafiir gibt es unterschiedliche
Griinde. Die unteren Krimmungsschranken
sind stabil unter Gromov-Hausdorff-Limi-
tes. Die Punkte im Rande des (prikompak-
ten) Modulraums aller n-dimensionalen Rie-
mannschen Mannigfaltigkeiten mit nach un-
ten durch eine Konstante x beschrinkter
Schnittkriimmung und uniform nach oben
beschrianktem Durchmesser sind deshalb
geoditische Rdume mit nach unten durch &
beschrinkter Kriimmung im Sinne von (3).
Das kann man durchaus als einen der tiefe-
ren Griinde fir die sogenannten Pinching-
Satze lesen.

Obere Kriimmungsschranken sind nur
dann unter Gromov-Hausdorff-Limites sta-
bil, wenn man uniforme untere Schranken
an den Injektivititsradius fordert. Nach ei-
nem wohlbekannten Satz von Cheeger hat
man solche Schranken fiir n-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeiten, deren
Schnittkriimmung in einem vorgegebenen
Intervall [xy, k,) enthalten ist, in Abhéngig-
keit von oberen Schranken fiir den Durch-
messer und unteren Schranken fiir das Volu-
men. Nach einem Satz von Nikolaev sind
geoditische Riume, deren Kriimmung im
Sinne von (3) und (4) nach unten und oben
beschriankt ist, im Inneren Riemannsche
Mannigfaltigkeiten mit einer C'*-Metrik.

Bei den oberen Kriimmungsschranken
kommen aber weitere sehr interessante Bei-
spiele hinzu: Die kanonische Metrik auf
sphirischen Tits-Gebauden ist eine CAT(1)-
Metrik, kanonische Metriken auf Eukli-
dischen Gebduden sind CAT(0). Deshalb
spielen Methoden und Argumente aus der
Riemannschen Geometrie bei Gebauden ei-
ne wichtige Rolle. Ferner ist die Menge 0X
der idealen Punkte eines vollstindigen, lo-
kal-kompakten CAT(0)-Raumes X in einer
von Gromov eingefiihrten natiirlichen Met-
rik, der Tits-Metrik dr, ein CAT(1)-Raum.
Falls zum Beispiel X ein symmetrischer
Raum vom nicht-kompakten Typ ist, so ist
8X zusammen mit dr ein spharisches Ge-
biude. Hier scheinen Zusammenhinge zwi-
schen Gebiuden, Riemannscher Geometrie
und symmetrischen Raumen auf. Schone
Resultate von Leeb, Charney-Lytchak und
anderen beleuchten diese Zusammenhinge
aus verschiedenen Blickwinkeln.

Das vorliegende Buch von Burago, Bura-
go und Ivanov ist eine Einfithrung in die
Welt der geoditischen Raume mit be-
schrankter Krimmung. Zusitzlich diskutie-
ren die Autoren auch die Grundlagen der
Riemannschen Geometrie, Gromov-hyper-
bolische Rdume, Gromov-Hausdorff-Kon-
vergenz und andere verwandte Ideen und
Konzepte.

Die Autoren gehoren zur Sankt-Peters-
burger Schule von A.D. Alexandrov, einem
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Kriimmungsschranken im oben erlduterten .Gmduate Te)fts

Sinne.? Neuere Arbeiten zu Themen aus die- i Mathemat&cs

sem Bereich basieren auf M. Gromovs ma-
thematischen Ideen.

Das Buch ist gut lesbar. Dazu tragen auch
die vielen elementaren Beispicle bei, die die
Autoren dem Text beisteuern. Zur Orientie-
rung die Kapiteliiberschriften:

(1) Metric Spaces

(2) Length Spaces

(3) Constructions

(4) Spaces of Bounded Curvature

(5) Smooth Length Structures

(6) Curvature of Riemannian Metrics

(7) Space of Metric Spaces

(8) Large Scale Geometry

(9) Spaces of Curvature Bounded Above
(10) Spaces of Curvature Bounded Below

Wer immer sich intensiv mit Riemannscher
Geometrie beschiftigt, kommt an diesem
Buch nicht vorbei. Es ist bisher ohne Kon-
kurrenz und fiillt eine Marktliicke.

Bonn W. Ballmann

Anmerkungen

1 Léngenrdume heissen auch innere metrische
Raume.

2 ImFalle x > 0 setzen wir immer stillschwei-
gend voraus, dass der Umfang des Dreiecks
< 2m/\/Kist.

3 Andere Viter sind A. Wald, der in seinen
frithen Jahren dem Kreis um K. Menger an-
gehorte, und H. Busemann.

M. R. Murty

Problems in Analytic
Number Theory

Grad. Texts in Math. 206

Berlin u. a., Springer, 2001,452S.,
EUR 54,95,

Wie unterrichtet man Mathematik auf einem
aktuellen Niveau am besten? Als ein in
Deutschland arbeitender Brite habe ich mich
oft mit dieser Frage beschiftigt, da die Ziele
und Methoden, die ich hierzulande vorfinde,
andere sind, als ich sie selbst vor 30 Jahren in
Cambridge erfahren habe. In diesen Zeiten
ist es genauso dringend, iiber Didaktik in
den Hochschulen wie in den Schulen nach-
zudenken. Es ist oft so, dass viele Arbeits-
gruppen in der reinen Mathematik relativ
klein sind; die analytische Zahlentheorie ist
ein Gebiet, wo man selten eine grofere An-
zahl von Diplomand(inn)en bzw. Dokto-
rand(inn)en zusammen bekommen kann.
Unter diesen Umstdnden kann Unterricht
im Horsaal bestenfalls dazu dienen, die
Grundlagen zu legen und Hinweise zu geben,
was es sonst zu lernen iiberhaupt gibt. Das
wesentliche Lernen findet in Einzelarbeit
oder gelegenlich in informellen Kleingrup-
pen statt.

Das Buch von Ram Murty ist ein Buch
iiber die Ausbildung von analytischen Zah-
lentheoretikern. Formal ist es etwa wie der
Klassiker von Polya und Szegd, Aufgaben
und Lehrsdtze in der Analysis aus dem Jahr
1925 aufgebaut. Der erste Teil besteht aus ei-
nem Text, wo Teile der analytischen Zahlen-
theorie aufgebaut werden, wo aber vieles als
Aufgaben fiir die Leserin / den Leser iiberlas-
sen wird. Diese Aufgaben werden dann in
dem zweiten Teil gelost — oder die Lésungen
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wenigstens skizziert. Diese Teile sind didak-
tisch aufgebaut; sie sind nicht intensive Pro-
blemsammlungen wie bei Polya-Szegd oder
das ,,Synopsis“ von G.S. Carr, das Ramanu-
jan in die Mathematik gelockt hat. Der erste
Teil macht knapp 40% des Buches aus.

Die Stoffauswahl ist in 10 Kapitel geglie-
dert. Die ersten 7 Kapitel sind der klassi-
schen multiplikativen Zahlentheorie (ein-
schlieBlich der Weilschen expliziten Formel)
gewidmet. Die restlichen 3 Kapitel behan-
deln in einer relativ knappen Art die Selberg-
Klasse, Siebmethoden und die p-adische
Analysis. Diese ergiinzen das vorhergehen-
den Material, z. B. wird die p-adische Ana-
lysis eingefiihrt, um die p-adische Zetafunk-
tion einzufithren. Von diesen letzten drei Ka-
piteln ist dasjenige iber die Selbergsche
Klasse am befriedigendsten, weil es hier
moglich ist, in Vergleich zu den anderen bei-
den, in der Gesamttheorie weiter voran zu
kommen. Aber auch hier bleibt es i. W. bei
einer Kostprobe. Die Aufgaben zu der Sieb-
theorie sind gelegentlich sehr schwierig -
z. B. Exercises 9.3.13 bzw. 9.3.14 sind der
Brun-Titchmarshsche Satz bzw. das Titch-
marshsche Teilerproblem, ohne deutliche
Hinweise. Im Kapitel {iber die p-adischen
Zahlen werden die iiblichen Grundlagen be-
reitgestellt. Als Anwendung wird Mazurs
Beweis der Kummer- und der Clausen-von
Staudt-Kongruenzen gegeben. Die p-adische
Zetafunktion wird lediglich eingefiihrt, ohne
eine Andeutung ihrer Bedeutung.

Es geht auch schon aus der Beschreibung
des Inhalts hervor, dass grofe Teile der ana-
lytischen Zahlentheorie unerwihnt bleiben.
Auffallend ist das Fehlen der additiven Zah-
lentheorie, insbesondere der Hardy-Litt-
lewoodschen Methode, die ebenfalls zum
Basiswerkzeug gehort. Auch fehlt eine An-
deutung zur Verbindung mit der algebrai-
chen Zahlentheorie oder mit der Theorie der
quadratischen Formen. Der Beweis der Sét-
ze von Landau und Siegel iber die ,,Siegel
Nullstellen® (eigentlich ,,Landau Nullstel-
len*) verwendet solche Ideen nicht und ver-
liert dadurch einen erheblichen Teil seiner
Schonheit.

Letztendlich, obwohl das Konzept dieses
Buches fiir mich sehr erfreulich und iiberzeu-
gend war, bleibe ich etwas enttduscht iber
die Auswahl des Stoffes und die Durchfiih-
rung. Der Inhalt des Buches wird erst dann
richtig zur Geltung kommen kdnnen, wenn
er entsprechend ergdnzt wird.

Gottingen S.-J. Patterson

TEUBNER-TEXTE

E. Krétzel
Analytische
Funktionen in der
Zahlentheorie

Stuttgart u. a. Teubner, 2000. 288 S.,
EUR 46,

Die analytische Zahlentheorie behandelt
Fragen der Verteilung diverser Arten von
natiirlichen Zahlen oder zahlentheoretischen
Funktionen. Wie man von der Analysis
weiss, ist das geeigneteste Werkzeug fiir sol-
che Fragen die Fourier-Analysis (oder die
Funktionentheorie). Bei zahlentheoretischen
Fragen fithren solche Techniken zu Expo-
nentialsummen, entweder vollstindige Sum-
men, die grundsitzlich arithmetisch sind,
oder unvollstindige Summen, die eher ana-
lytisch sind. Es kommt in der Regel darauf
an, dass man diese Summen abschitzen
kann. Es gibt jetzt eine Vielzahl von Tech-
niken und Ergebnisse, die dem/der Zahlen-
theoretiker/in zu Verfiigung stehen.

In diesem Buch setzt sich der Verfasser,
der damals fiihrende Mathematiker auf die-
sem Gebiet in der ehemaligen DDR, der bei
der Vereinigung sehr ungerecht ,abge-
wickelt” wurde, mit zwei Fragenkomplexen
auseinander. Der erste ist die Untersuchung
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der hoéheren Theta- und Etafunktionen, der
zweite das Abzihlen von Gitterpunkten in
konvexen Gebieten. Das erste Thema wurde
bisher nicht sehr beachtet, wohl weil die ur-
spriinglichen Ansitze von Hardy und Litt-
lewood, die solche Ergebnisse fiir die Kreis-
methode bendtigten, durch die wesentlich
flexibelere Methode von Winogradow ver-
dringt wurden. Uber das zweite Thema hin-
gegen gibt es eine sehr umfangreiche Litera-
tur, von der man insbesondere die Monogra-
fie von M. Huxley, ,,Area, Lattice Points,
and Exponential Sums"“, Oxford University
Press, 1996 erwidhnen muss, weil die beiden
Biicher vieles gemeinsam haben.

Die beide Schwerpunkte werden im 3.
bzw. 5. Kapitel behandelt. Im 1. und 4. Kapi-
tel werden analytische Techniken (insbeson-
dere die van der Corputsche Methode) fiir
die Abschitzung von ein — bzw. zweidimen-
sionalen Exponentialsummen untersucht. In
diesen Kapiteln verwendet der Verfasser Me-
thoden, die nicht iibermiBig kompliziert
sind, die jedoch zu sehr brauchbaren Ergeb-
nissen fithren. Der Preis der Eleganz der Be-
handlung ist, dass nicht immer die aller-
schirfesten Abschitzungen in Spezialfillen
erzielt werden konnen — z. B. spiter bei der
Behandlung des Kreisproblems bekommt
der Autor keine Verbesserung iiber die Sier-
pinskische Abschitzung, obschon er in Satz
5.12 eine elegante effektive Abchitzung in
diesem Fall gibt. Im zweiten Kapitel gibt
Herr Kritzel eine elegante Darstellung der
Theorie der quadratischen GauBschen Sum-
men.

Die Untersuchung der hoéheren Theta-
und Etafunktionen wird analog zu der klas-
sischen Theorie dieser Funktionen gefiihrt.
Die Theorie der Etafunktion fiihrt entspre-
chend zu Abschitzungen fiir die Anzahl der
Darstellungen einer Zahl als einer Summe
von k—ten Potenzen. Die héheren Theta-
funktionen dagegen liefern ,,asymptotische
Formeln fiir gewichtete GauBsche Summen.
Da die Asymptotik von kubischen GauB-
schen Summen erst kiirzlich verstanden wur-
de, und die von héheren GauBschen Sum-
men lediglich Gegenstand von Vermutungen

ist, sind diese Ergebnisse, die in einer etwas
anderen Richtung zielen, von erheblichem
Interesse.

Die Untersuchungen iiber Gitterpunkte
stellen eine Entwicklung aus dem bekannten
GauBschen Kreisproblem dar. Wir betrach-
ten ein konvexes Gebiet B in IR” und, fiir
grosses R die Anzahl der Elemente von
RBN Z"; die Anzahl ist nach einem elemen-
taren Argument Vol(RB) + O(R"~ ). Das
Fehlerglied ist in der Regel kleiner, gelegent-
lich viel kleiner; es ist aber nur in den wenigs-
ten Fillen moglich, seine GréBenordnung
genau zu bestimmen. Wenn man konvexe
Gebiete betrachtet, dann kann man in jenen
Fillen bessere Abschitzungen erzielen,
wenn auf dem Rand alle zweidimensionalen
Komponenten der GauBschen Kriimmung
nicht verschwinden. In dem Fall, wo diese
Bedingung nicht erfiillt ist, ist die Lage viel
komplizierter. Der Verfasser beweist einige
recht tiefliegende Ergebnisse iiber diese Pro-
blematik. Seine Ausfiihrungen sind nicht so
ausschopfend, wie im oben genannten Buch
von Huxley. Er zeigt dagegen, was man mit
relativ schlichten, klaren Argumenten ma-
chen kann, ohne sich auf das schwierige Feld
von Abschitzungen Winogradowcher Art
begeben zu miissen.

In diesem Buch wird ein interessanter,
aber oft als schwierig empfundener Teil der
Mathematik klar und anschaulich dar-
gestellt. Es soll fiir angehende Mathematiker
und Mathematikerinnen gleichzeitig eine
hilfreiche Einfithrung in eines der interessan-
testen Teile der analytischen Zahlentheorie
sein und auch einen Ansporn zu weiteren
Untersuchungen durch die zahlreichen offe-
nen Fragen geben. Es ist, kurz gesagt, ein
Buch, das ich wirmstens empfehlen kann.

Gottingen S.J. Patterson
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R. Carroll
Quantum Theory,
Reformation and
Integrability

Amsterdam u. a., Elsevier, 2000,420 S.,
$131,—-

The book under review is a book that is writ-
ten for theoretical physicists with a very
“broad mathematical background. It con-
tains an impressive amount of information
on topics such as integrable systems, quan-
tum groups, different types of quantization,
Whitham theory and non-commutative geo-
metry. The exposition is non-linear and non-
systematic. Let me quote from the introduc-
tion:
We will not even try to develop mathematical
topics axiomatically and will adopt style, defi-
nitions, and notation from reference sources
we have found to be especially illuminating.

This quotation summarizes perfectly the pre-
sentation of the material as well as

It has been said that I tend to write for myself,

also taken from the introduction. Concretely
the first quotation implies that basically no
definitions are given (e.g., integrable system
and moduli space, which are not even in the
index, Hopf algebra, quantum group) and
when definitions are given they leave too
much to the imagination and they come in
general much later in the book than their
first occurrence. For example, on page 15
periodic solution to the Toda lattice are said
to be associated to hyperelliptic Riemann
surfaces, while we find on page 257 the fol-
lowing “definition” of a hyperelliptic Rie-
mann surface:

For hyperelliptic Riemann surfaces one can
pick any 2g + 2 points X; € P! and there will
be a unique hyperellzptlc curve g with a 2-
fold map f : ¥z — P! having branch locus
B={\}.

I do not believe that anyone who has never
heard of hyperelliptic Riemann surfaces can
understand from this definition what a hy-
perelliptic Riemann surface is (even if he
knows what a Riemann surface is). The first
quotation also implies that definitions and
notations vary from one section of the book
to another, depending on which reference(s)
is (are) compiled in that section. This might
be acceptable if it is clearly stated which re-
ference is used for the definitions and the no-
tations, and then sticking to it, but it is not
uncommon to find a list of 40—50 (!) refer-
ences cited at the beginning of a section (the
book itself contains 1011 references, which
are given in the physics style, i.e., the title of
the reference is not given). Another thing
that I found strange is that very often in-line
formulas are also numbered (in bold-face),
moreover the labels that are chosen seem to
be unlogical. For example the first numbered
in-line formula in this book (on page 2) has
label (16A); this goes on in that section (Sec-
tion 1.1) with labels up to (16J), then starts a
subsection (Subsection 1.1.1) with labels that
start with (18A) and in the next subsection
that has numbered in-line formulas (Subsec-
tion 1.1.4) the labels start with (15A), in
which subsection I also found one 4 digit la-
bel (15DD). I understand that this strange la-
beling may come from moving around sec-
tions and/or that they derive from labels that
are used in the papers (written by the
author?) that are summarized in that section,
but surely this will drive many readers crazy.
As a final example of the sloppiness of writ-
ing, the author has chosen to use boldface in
two short subsections (Subsections 6.2.2 and
6.2.3) of the book (only) to print important
words, such as Abelian connection (which, I
cannot resist to say it, is defined on page 345
(when the boldfacing is already used to stess
words), where it does not appear in boldface,
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but later on in these two sections it is some-
times printed in boldface and sometimes
not).

The lack of coherence and rigor in the
book is, it has to be said, largely compen-
sated by the impressive amount of informa-
tion that is given, be it in a form that is only
accessible to people who are experts in the
topics that are covered. Therefore, a physi-
cist with a solid mathematical background
may use this book as a reference and a guide
to the literature for topics that are closely re-
lated to his field of expertise. Or, he may pass
one or two section of the book to his student,
asking him to make these into a coherent
and rigorous text on the topic that is cov-
ered, by making him work through the refer-
ences that are cited, a non-trivial task for the
student and his advisor. But the beauty of
the topics that are covered will certainly keep
both stimulated and interested, since finally
all that is asserted in the book is essentially
correct, is based on rigid foundations and if
its beauty is not transparant from the enor-
mous amount of formulas (as opposed to
ideas) that are present in the book, this
beauty will certainly be reveiled to those who
take the time and courage to work through
the details, by the help of the references.

To conclude, I wish to give, rather than
summarizing the contents of each section, a
list of the main topics that are covered:

e Integrable systems
Toda, KdV, KP, discrete KP, dToda,
Gaudin model, Hitchin systems;

¢ Important equations and theories
Whitham theory, Seiberg-Witten theory,
KZB equations, WDVV equations,
JMMS equations, Hirota equations, Pi-
card-Fuchs equation;

e Geometric structures
Poisson structures, symplectic 2-forms,
Nambu brackets, r and R matrices;

¢ Quantization topics
Deformation quantization, geometric
quantization, quantum groups, Poisson-
Lie groups, Berezin star product, Berezin
Toeplitz quantization, Moyal product,

groupoids, non-commutative gauge theo-
1y, quantized strings, quantized envelop-
ing algebras, path integrals, Frobenius
manifolds

e Algebraic geometric objects
Riemann surfaces, moduli spaces, Higgs
bundles, Jacobians, Abelian varieties, K3
surfaces, Baker-Akhiezer functions.

e ...andmuchmore...! ’

Poitiers P. Vanhaecke

Fapdave Trad
ursdl Uity Pridibes

R. Carroll
Quantum Theory,
Reformation and
Integrability

Basel u. a., Birkhiuser, 2001, 536 S.,
EUR 105,80

Fir Generationen von Mathematikern, Phy-
sikern und Ingenieuren war die Laplace-
transformation das Instrument zur Losung
von Anfangswertproblemen fiir gewShnliche
Differentialgleichungen, und G. Doetsch hat
in den 50-er Jahren die einschléigigen Tech-
niken in seinem monumentalen ,,Handbuch
der Laplace-Transformation® [Doe 50] zu-
sammengestellt. Viel davon ist im Zeitalter
von schnellen Algorithmen und Computer-
algebra obsolet geworden. Anders ist die Si-
tuation fiir partielle Differentialgleichungen,
die selbst im linearen Fall auch heute noch
eine grofe Herausforderung darstellen. Die
Behandlung von Anfangswertproblemen
mittels Laplacetransformation macht aller-
dings auch bei partiellen Differentialglei-
chungen Sinn, wenn man die gegebene Glei-
chung als gewohnliche Differentialgleichung
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(ACP) %u(l) = Au(t),
fiir eine Banachraumwertige Funktion u(-)
und einen (unbeschrinkten) linearen Opera-
tor A4 schreibt.

Formal kann ein solches ,,abstraktes Cau-
chyproblem® (ACP) wie im endlich-
dimensionalen Fall gelést werden, indem
man die Laplacetransformation

u(0) = x,

oC
a(\) ::/ e Mu(s)ds, € C geeignet,
0

von u betrachtet. Elementare Eigenschaften
implizieren, dass u genau dann eine Losung
von (ACP) ist, wenn

(A —A)u(X) = x
gilt oder, falls (A — A) invertierbar ist, wenn

a(\) =(A—4)"'x,

ist. Hier ist der Ableitungsoperator % ver-

schwunden und durch die Resolvente
R()\ A4) = ()\—A)‘1 des Operators A4 er-
setzt worden. Die Losung von (ACP) kann
dann als inverse Laplacetransformation von
# und mittels der folgenden Formeln gefun-
den werden:

_ 1 At
u(t) = 27”_/WHR6 u(N)dA

- limn—»oo("l)n“l‘ (2)"“&@) (E)

nl \t t

. t —n
=lim,_(/ —;A) X.

Diese im endlichdimensionalen Fall bewéhr-
te Methode spielte eine entscheidende Rolle
bei der Lésung von (4 CP) mittels Operato-
renhalbgruppen (siche [E-N00], Chap. VI).
So raumen E. Hille - R. Phillips der Banach-
raumwertigen Laplacetransformation in ih-
rem Klassiker ,,Functional Analysis und Se-
mi-Groups“ [HP57] einen groBen Raum ein.
Das fundamentale Theorem von Hille-Y osi-
da, das die Wohlgestelltheit von (4CP) cha-
rakterisiert, kann als ein Versuch angesehen
werden, das folgende Theorem von D.V.
Widder von 1936 [Wid 36], eines der zentra-
len Resultate der klassischen Theorie der La-

placetransformation, fiir spezielle Banach-
raumwertige Funktionen (z. B. Resolventen)
zu verallgemeinern:

Die Laplacetransformation ist ein isome-
trischer Isomorphismus zwischen L*[0,00)
und dem Banachraum der C*°-Funktionen
r(+) auf (0, 00) mit Norm

1
[r(Mw = SuP)\>0,neN|)\"+l;1—‘r( J(N)] < oo.

W. Arendt gelang es 1987 [Are] diesen Satz
in Laplace-Stieltjes Gestalt auf Funktionen
mit Werten in beliebigen Banachraumen
auszudehnen. Damit war die Moglichkeit zu
einer einheitlichen und allgemeinen Theorie
der Banachraumwertigen Laplacetransfor-
mation mit vielfaltigen Anwendungen gege-
ben. In der vorliegenden Monographie wird
dies realisiert.

Im ersten und umfangreichsten Teil wer-
den die grundlegenden Eigenschaften der
Banachraumwertigen Laplacetransforma-
tion im Detail behandelt. Diese Ergebnisse
werden dann angewandt, um fiir abstrakte
Cauchyprobleme (ACP) Wohlgestelltheit zu
beweisen. Dabei erscheinen integrierte Halb-
gruppen, starkstetige Halbgruppen oder ho-
lomorphe Halbgruppen, und ihre jeweiligen
Charakterisierungen sind Folgerungen aus
Darstellungsitzen fiir die Laplacetransfor-
mation und ihre Inverse.

Das Ziel der Arbeit der Autoren im zwei-
ten Teil ist es, das Verhalten der Losungen
u(t) von (ACP) fir t — oo durch Eigen-
schaften der Laplacetransformierten & zu be-
schreiben. Wie oben geschildert ist i durch
die Resolvente R(), A) von A gegeben, die
wiederum durch spektraltheoretische Eigen-
schaften von A4 charakterisiert werden kann.
Als typisches Beispiel sei hier der folgende
Satz von W. Arendt — C. Batty [AB88] und
Y.J. Lyubich - Q.P. Vu[LV88] zitiert (Theo-
rem 5.5.6):

Wenn (T(t)),, eine beschrankte, stark ste-
tige Halbgruppe auf einem reflexiven Ba-
nachraum ist und das Spektrum des Genera-
tors auf iR hochstens abzihlbar ist, dann ist
(T(1)),- o asymptotisch fast-periodisch.
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Dies und viele weitere Resultate werden
bewiesen auf der Grundlage von Tauber-
schen Sétze fiir die Laplacetransformation.

Im abschlieBenden Teil »Applications and
Examples werden die Wirmeleitungsglei-
chung in Gy(R), die Wellengleichung in
L?(9) und Cauchyprobleme fiir beliebige
Differentialoperatoren mit konstanten Ko-
effizienten in L?(R™) auf Existenz und Ei-
genschaften von Ldsungen untersucht. Hier
zeigt die vorher entwickelte Theorie, dass sie
viele und interessante Anwendungen ermog-
licht.

Insgesamt haben die vier Autoren ein ge-
waltiges Werk vorgelegt und den aktuellen
Stand der Theorie der unendlichdimensiona-
len Laplacetransformation und ihre mogli-
chen Anwendungen eindrucksvoll dokumen-
tiert. Das Buch ist eine wichtige und unent-
behrliche Referenz fiir alle Mathematiker,
Physiker und Ingenieure, die sich fiir die La-
placetransformation und ihre Anwendung
auf unendlichdimensionale Evolutionsglei-
chungen interessieren.

Dass die Lektiire auBerdem SpaB machen
kann, ist unter http://www.mathematik.uni-
ulm.de/m5/arendt/bild1.jpg einzusehen.
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